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摘要 利用差商代替难以计算的精确导数
,

结合既约梯度法的思想建立新的算法 ; 在目标函数一致凸的条件下证明

了既约差商法的整体收敛性
.
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自从 W
o l f e [̀ ] ( 19 6 2 ) 提出既约梯度法以来

,

经

过多年的实践表明该类方法的效果明显优于其它方

法 2j[
.

该类方法在理论上也得到 了广泛地研究
,

形成

各种类型的既约梯度法
.

但绝大多数可微优化算法的

实现均依赖于导数的计算
,

而多数实际最优化的目标

函数的精确导数难以计算
,

这给算法的应用带来了很

大困难
.

压 x o n 3[] 和赵小平 4j[ 提出了用差商代替导数的无

约束优化变尺度法
.

在此
,

我们借助既约梯度法降维

的思想
,

以差商代替目标函数的精确导数
,

构造了线

性约束最优化的一个既约差商法
.

由于方法不需计算

任何精确导数
,

故而具有较小的计算量和广泛的实用

性
.

其中 A 任 五卜.
,

b 任 砂
,
x 任 公 J ( x )

:

公 、 刃
.

对 (尸) 作如下假设

a( ) 可行集 R = { x 任 公
: 月工 ~ b

,
x ) 0} 是非退

化的
,

即任意基可行解至少有 二个正分量
·

b( ) 目标函数 了( x ) 二阶连续可徽
,

且存在常数

M
l `M

: ,

O < M
l

< M
Z ,

使得 V x, y 任 公 有

M
;
}}列

’
镇 犷甲

’

f( x
卜镇 鱿

2
! {列

’
( 1 )

1 既约差商算法

我们讨论如下非线性优化间题

m i n f ( x )

( P ) 5
.

t
.
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x 妻 O
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由 ( 1 )知了 ( x )为一致凸
,

从而 ( P ) 的最优解唯一
,

设

(尸) 的最优解为 x 二

设 ia 为 A 的第 j个列向量
,

y 〔 户
.

对于子集 I 仁

{ l
,

…
, n }

,

记

A
,
= ( aj

,

j 任 I )
,

夕,
~ (夕 j ,

j 任 I )
·

如果 }11 一 m
,

A ,

为非奇异
,

称 I 为 (尸 ) 的基
.

对于基 I
,

记 J 一 { 1
,

…
,

n} \I
.

则

A x ~ b令井 x ,
一 A了

` b 一 A厂
`

儿为 ( 2 )

、、户、、声口J连
`了̀

、Z̀ó

f (x ) 一 f ( x
, ,

x J )

~ f( A了
’
b 一 A厂

’

儿为
,

为 ) 奎 了(为 )

甲了(为 ) 一 7 J f x( ) 一 ( A 厂
`

AJ ) T 7
,

了( x )

(r x ) 会 7 了(为 ) 称为 f ( x ) 的既约梯度
·
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对于 h >O
,

定义 A厂
`

AJ 乙

凡 一 凡 ( x
,

h ) -
f (x 十 阮 ) 一 了( x )

1
, ,

州卜 气丁 n “

乙

h
( 5 )

)
丁

一` ( , )

(
一

弋“
,

)
s ~ (s

1 ,

一
, ` ) r 任 户

.

、

其中氏 为公 中第 i 个分量为 1
,

其余分量为零的向量
,

其中
`

阮 ~ ( ej 为 ~ e( , ,

i 任 J )
, e ,
为 ej 第 i 个分量

= l
, 二 ,, .n

称
:
为 f ( x ) 以 h 为步长的差商

,

简称为 f ( x ) 的

差商 ;称 于( x) 为了( x) 的既约差商汤 ( x) 定义为 令

r( x ) ~ r( x
,

h)

~ sJ ( x
,

h) 一 ( A了
’

儿 )几
,
( x

,

h )

~ sJ 一 ( A厂
’

街 )T s,

则

( 7 )

记 了(为 ) 的差商为 云一 ` , ,

j 任 J )
.

下面给出

材
,
( 1 + }!A厂

` a ,
}】
’
)

`
(
一 `

封
“ 弓
)
丁 7 sf(

· )

(
一

梦
毛
)

成 M ; ( l + 1IA厂
` a ,

11
’
)

泞= m in { }}A厂
` a ,

}}
’ ,

j 任 J }
,

甲~ ma x{ {}A尸ajI !
2 ,

j e 刀

M
l
( 1 + 右)

`
(
一 `

哥
“ 毛
)
了二 sf( \ )

(
一 `

昌
“ 弓
)

( M
Z ( l + 甲)

.

守 f ( x )
, : ,
厂 ( x )

,

欣x )
,

云之间的关系 于是

定理 1 在假设 b( ) 下
,

有
_ 、

_
, , 、 .

h
, ,

1 少 V J L工 J 十 气了 J竹 一已

乙

7 J了`X , T、 一 二 I f (二 , T A:
1

、 `,
+

合hM
蕊刃成 ?

J

f( x) 场
, 一 甲

,

f ( x ) r A厂
’ A正

,

( 1 + 泞)

, , ~ , , 、 .

1
, , ,

之灸 s ; 尧二 V J 叹工少 一 : 犷用竹 , e

乙

( 8 )
+ 粤

; 、
2
( 1 + , )

e ~ (1
,

…
,

1) T e 公
.

l一z
2 )

· `X , +
音hM

I ( 1 + ` ,`

“ ` · ` X , +
音

hM
Z
( l + , )`

,

` 一 、 ( 。 )

l
, , , , ,

r L x , 十 万
n `妞 , 气1 一 ; ) e

= m i n { }}A厂
’
价 }}

’ ,

j 任 J }
,

一 m ax l{I A厂
’

alj }
’ ,

j 任 }J
.

(
:
镇 r( x ) +

即 ( 9 ) 成立
.

由 ( 7 )
,

( 1 1 ) 有

hM
z ( 1 + 甲) e

袱 x) ~ 匀 一 ( A厂
’

儿 )几
,

3 )
h 尸 , ,

s 十 了 L似
1
一 M

Z ( 1 一 甲+
`

( 矛( x )
-

份石万) 」奋
一 二

J` ( 二 ) +

音
h cJ 一 ( A :

1

、 ) · ( 二
I

了(二 )

、 ` +

音
〔M

Z
( ` +

份不万) 一 材
1
( l + 泞)〕云

1
,

~
、

闷

十 ,二
.

n七 , )
乙

(r x ) ~ (r x ) +
( 1 0 )

l
, 。

下
, n七 J

乙
鲁

; ( A尸儿 ) T。 ( 1 2 )

乙

证明 1) 由中值定理有

了(蒸+ 杯 )一 了( x )

h

一 二了( X ) 、 +

音坷
二

2

了( yj ,。

易见 (左
’

儿厂 C z
的分量 ( A厂城 )丁 c z

满足

一 、 /不万M
Z

( ( A厂
`
aj )低 ( 材不万材

2
( 1 2

`
)

结合 ( 9 )
,

( 12 )
,

( 1 1 ) 有

记
, ` ~ 可甲丫 (为玛

,

则有
` +

告
h〔M

!
-

( 矛( x )

一 M
Z ( 1 + 甲)〕云

一 ? 了( x ) + 喜hc
乙

M
;

( cj 镇 M
Z

( 1 1 )

于是 1)

一 M
l ( 1 + 泞) ] 云

2) 5, ~

成立
.

了(为 + 码 )
」

一 了(为 )

h

工笙兰 二 `
,

布肠
,

、
二

士嘱 ) 一 了(燕
. ,

、 )

利用中值定理及 ( b) 易推知

阮 ~ 7
,

f( x )仪一 h A厂
’

儿弓) + h 7
J

f ( x 广弓
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步 0
.

选 xl 〔 R
,

基 10
,

ho > 0
,

o < P < l
,

k = l
,

选一个十分小的终止参数古> .0

步 1
.

以 I ~ 入一 ,

作以下转轴运算
:

1
.

1 ) 计算才 = m i n {对
: i 任 了}

,

T “ ) = A厂
`
A

,

鲜

为 T ( )I 中位于
r
行和 j 列元素

,

j 任 .J

1
.

2) 计算式 一 m ax {对
:

j 任 J
,

刀 护 0}
.

7



1
.

3 )如 才 ) P 式
,

令 I ,
一 I

,

J
一 { l

,

2
,

…
, n } \I

. ,

h 一 瓦一 l

2/
,

到步 2 ;
否则令 介 一 I U { a} \{ : }

,

到

1
.

1 )
.

步 2
.

计算差商 亏一 砍扩
,

h)
,

既约差商

矛一 欣尹
,

h) 一 (开
, ,

j 任 J
`
)

.

步 3
.

计算搜索方向

证明 因步 5 线搜索步 长为零
,

由引理 2 有

7 f ( x
`
)丁 d勺 一 : (尹 )

丁
d义) 。

,

而
二 (扩 )丁截
一 艺一 长 (扩 )汽(瓦

,
) 十 艺 一 x 乡长 ( x

`
)矛

,

h(
* ,

)
.

弓(与 ) ` O 矛
:

(几幻〕户 0

由 ( 1 2 )
,

( 1 2
`
) 有

侧石亏)
d , 一

}
一

丫
、 一 构几

rj ( O

,

介 > O

告
h 通, M

Z〔` +

d J

一 (d
, ,

j e J
,
)

·

( 1 3 )

r :

(凡j) 一

( 杭 ( x
盖
)

d , `
= 一 A几

,

AJ
,

妈
* ,

d = ( d
,二 ,

d J 二 ) ( 1 4 )

步 4
.

作线搜索

f (尹 + 劝 ) 一 m in { f (尹 + 似 :) 尹 + 脚 任 R }

( 1 5 )

步 5
.

如 又一 。
,

且 h < 占
,

以 扩 为近似解
,

停
;如

: _ , 。 , 、 、 人
,

1
,

一 一
, . 。 _ ,

_ 二 _

_
几一 。

,

但 h ) 占
,

令 尔 一 资 h
, ,

转到步 2
.

如 又笋 O
,

置一

” 一 一
一 ’ 、

2 一 ”
, 、
产

“

, 一 产 曰 ” 产 一 ’

~

砂 一 d
,

尸一 矛
,

尹一 云
,

h *
一 h

,

人一 又
,

犷
+ `
一尹 + 凡尹

,

:k 一 k + 1
,

转回步 1
.

算法的终止准则是以下面的定理 2为理论基础
.

2 算法的适定性和整体收敛性

为讨论算法的适定性和收敛性
,

先建立以下基

本结论
.

( 杭 (札 ) +
1

, , : J

尸一一二 , ,

万
n “ L丫 m军Z以 2 一 M

,
)

于是

一 艺[欣(h
, ,
)
’
+

几( h幻 )` o

一 艺才矛
:

(瓦
,

)
2
+

告
“ 通J矛

,

( “
* ,

) (

俪
、

,
一 、

1
) :

乏x户矛
`
(入

* ,

)人
* ,

材
, ( 1 + 份不护)

r,( 、 ) > 。 卒、 , ) > “

妻
犷

x(
`
)
了
d欠) O

而 气
,

~ 0
,

故 开
、
h(

* ,
) ~ r, (尹 )

,

于是在上式中令

J ~ 二 有

一 艺
r 、
(尹 )

2
一 乏对长 (尹 )

,

多 。

“ 护 ) ` 。 “ 二气> 。

终止

其中

引理 1〔5〕

;
如 lim扩

. k 〔 K

对于 扩
,

步 1 中的转轴运算可有限步

= 于
,

则 m in {对
,

k 任 K
,

j 任 I * } 妻 。 。夕
,

e > o ;
如 l im x 盛 一 牙

,

则当k 充分大时
,

I ,

固定不

变
,

即对于 {分 }
,

转轴运算只需施行有限次
.

引理 2 (1 3)
,

( 1 4 ) 确定的方向为 (尸 ) 在 犷处的

可行方向
;如 二 (扩 )了丙

*

< 0
, ,

则 d 为 (尸 ) 的下降方向
,

于是 又尹 。

证明 首先由假设 ( a) 及 [ 5 ]可知 R 的任何点 x

至少有 m 个正分量
,

因此当 才 ) 尸式时
,

不难推知对

> 。
,

V
,
任 几

.

另一方面
,

对于 对一 。
,

j 任 大
,

由 (1 3)

有 d ,
) 0

.

再 结 合 (1 4) 可 知 d 为 可 行 方 向
.

由

7 f( x `
)
了 d 一 二 (犷 )

了 d J *

可知后半部分成立
.

引理 31
5〕 扩 为 (尸 ) 的 K 一 T 点

,

当且仅当

从而 艺
r :

(犷 )
’
+ 艺才

r ` (扩 )
’
一 。

r’ (二止 )` o 、 (二山 ) > o

由此可推知
:
(扩 ) ) 。

,

r( 扩 ) T

找 一 .0 由引理

3 之 ( 1 5 ) 知尹 为 (尸 ) 的最优解 x
’ ,

证毕
·

在下面收敛性讨论中
,

不妨假设步 2 ~ 步 5对每

个 扩 可有限步终止
.

定理 3 设条件 ( a)
,

b( ) 成立
,

则 { x
由

} 的任何极

限点为 (尸 ) 的 K 一 T 点
,

从而等于最优解 x
’ .

证明 不妨设 尹 ~ 云 k 呀 K
,

且 几三 I
,

人 兰 .J V k 任 K
.

利用中值定理有

f (扩 + h , e , ) 一 f (尹 )

一 h ,
甲 f (扩 )几

,

+

由条件 ( b) 知

告
h ,可甲

“
厂 (扩’ `

人. 7 f ( x
`
)
丁 e j

+
1

, 。 , ,

气丁 h 公Z牲
、

艺

( f ( x
`
+ h * e ,

) 一 f ( xk )

( h *
甲 f (犷 、了 e ,

一

十告
“ ,、

`

(r x勺 一 产乡 。
,

找尸 一 O
( 15 )

因 (尸 ) 为凸规划
,

( 1 5 ) 为 扩是唯一解 x
`

的充要

条件
.

定理 2 对于迭代点 尹
,

如有正参数子列 {h .i}
, ,

hm凡
,
一 0

,

使得步 5 中线搜索 ( 1 5) 的步长均为零
,

其

中 少
, 一 d 为 ( 1 3 )

,

( 14 ) 确定的对应于参数 瓜
,

的方

向
.

则 尹 为 (尸 ) 的最优解 x
’ .

8

二 f ( x
`
)
了 。 ,

+ 喜
、 *

M
乙

( 才
了(犷 十 从ie ) 一 f (犷 )

h *

( ? 了(扩 ,
了 e ,

+

告
h几M

Z
·

由 凡~ 0
,

(k ~ oo )
,

有

ilm 、 一 : f( 劲 ,er
、

一 擎亘
,

, 一 l 一 ,
.

K` K
一

口

毛
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即 li ms 击 ~ 守 f ` )
.

因此 l i m尸 = li m矛(扩
,

入,
)

k 〔 K 耻` K k巷 K

一 软民 一 (A 、 ’ A J

几月

一 7
J

f (牙) 一 ( A厂
`

AJ ) 一
’
v

,

f (牙) 一 r (妥)
.

引进方向刁
:

J
,

一 粉 (王)
,

ir (牙) ( 0

一 元介 (牙)
,

rj (牙) > 0

,

j 任 J
.

及
,
~ 一 A厂

`

儿又
.

则 尹一 刁
,

k 任 K
.

下面假设王不是 K 一 T 点
,

我

们将导出矛盾
.

·

首先由引理 1
,

3 有

7 f( 劲
r及一 , (劲吼

一 艺行 (牙)
2
一

jr (2) ` 。

艺毛芍
r,( 知 >0

(牙) 2 < 0
.

由尹 ~ 牙
,

尹 ~ 才
,

k 任 K 以及 7 f x( ) 的一致连

故 ` 任 0[
,

已 ]
,

由 ( 1 6 ) 有

了(才十 ’
) ( 了(扩 ) 一 动

,

k 任 K
.

由汀 (扩 ) } 单调不增及 了(扩 ) , f( 知
,

k 任 K 有

了(才 ) ~ f ` ) k( ~ oo )
.

在上不等式中令 k ~ co
,

k e

K 有 动 ( 0
.

这矛盾
.

、 因此 牙为 (尸 ) 的 K 一 T 点
,

从而 牙等于凸规娜

(尸) 的唯一最优解 x
’ ,

证毕
.

推论 如 {扩 }有界
,

则 扩 一 x’
,

k ~ co
.

算法的几点说明
:

1) 算法还 可 以采 用别的终止准 则
,

如
“
欣才

,

h) 叽夕 o
,

h < 肥 至于更为优秀的终止准则有待进

一步研究和探索
.

2) 为减少计算量
,

可以考虑将精确线搜索 ( 1 5 )

改为以下非精确线搜索
.

收敛性仍成立
.

续性可推知
:

存在 e, > 0
,

使得 k 任 K 充分大时
,

取 `为 “
,

告
:

告
,

告
,

…
奋
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