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多目标规划最优性必要条件的一点改进
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摘要 讨论多目标规划的最优性必要条件
,

提出了一个比通常的 F irt
:
Jho

n
必要条件更深刻的必要条件

.

举例说明

其更为合理
.
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1 引言

考虑 多目标非线性规划问题

m in f ( x )

g ( x ) 成 O
S

。

.t

h ( x ) 一 O

较成熟的必要条件
,

许多算法是基于它们而设计的
.

因此对实际问题来说
,

若满足条件 ( 1) 和 (2 ) 的点太

多 (见例 1 及下一节的例 2 )
,

就会增加计算量且可能

使算法失效
.

例 1 考虑问题

其中 f
:

尸 ~ R ` ,

g :

尸 ~ R 户
,

h :

尸 ~ 尸 为 尸 上的局

部 L i p s e h i t z 函数
.

记 F 一 { x 任 尸 }g ( x ) 提 O
,

h( x ) 一 0}
·

I
。

( x) ~

( i }g
,

( x ) 一 。
,

i = 1
,

…
,

P }
.

对局部 L ip s e h it z 函数 华
:

分 ~ R
,

记 2沪 ( x ) 力 尹在 x 的 lC ar ke 广义方 向导数
.

对问题 ( p )
,

点 王任 尸 为最优的 F r i t z J o h n (以下

简称 F 一 J ) 必要条件为
:

存在不全为零的 (P
,

刃
,

声 )
`

任 R ” X R 户 X 尸 使
o 任 扩 (王)夕+ 2七 (牙)又+ 服 (牙)产 户妻 。

( 1 )

(又
` 产`

) 任 ￡ (王) = {又任 R p ,

产 任 尸 }又 ) o
,

入一 。
,

i 在几 (王) } ( 2 )

如 果 户 不 全 为 零
,

则 ( l ) 和 ( 2 ) 就 构 成 K u h n

T uc ke
r (以下简称 K 一 T ) 必要条件

.

众所周知
,

F 一 J 或 K 一 T 必要条件是最重要且

f ( x
, ,

x Z
) 一 [ f

l
( x

, ,
x Z

)
,

…
,

几 ( x
l ,

x Z
) ]

9
1
( x

l ,
x Z

) = 一 !x
,

l 一 lx
:

{镇 o

.

m.tm.S
尸

|̀司石 ||

尸

其中关 ( x
, ,

x Z
) i( 一 1

,

…
,

m ) 在点 牙~ (0
,

0)
`

是局部

L IP s e h i t z 的
.

显然 F 一 尸 (即 (尸
1
) 实际为无约束问题 )

一个 比较合理的最优性必要条件应为
:

o 任 ” f (王)尸
,

, ) 0且 习
。 一 1

因此

( 3 )

1 9 9 5
一 0 3

一

2 7 收稿
。

但 I。 (王) = { z }
,

棺
l
(牙) 一 { ( a

,

月)
`
e R ,

l
a ,

夕任 〔一 1
,

1 ] }
,

U 又 J 9
1
(王) = {又泞}又) o

,

泞任 日 9 1
(牙) } 一 R ,

.

盛姿 0

因此
,

若取 P - 。 一 (1
,

…
,

l) 任砂
,

则对任意 关 i( -

1
,

2
,

…
,

m )
,

F 一 J 必要条件 ( 1) 和 (2 ) 满足
.

即 F 一 J

必要条件并不总是归结为条件 ( 3)
.

因此
,

寻找一个 比 F 一 J 必要条件更强的必要条

件在理论和计算实际上都是非常有意义的
.

对 m ~ l

的单目标非线性规划问题
,

文献「1〕得到了比 F 一 J
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必要条件更深刻的最优性必要条件
.

然而就我们目前

所知
,

关于多目标非线性规划间题的类似结果还没有

得到
.

本文就这二间题进行了讨论
,

得到了一个 比通

常的 F 一 J 必要条件 ( 1) 和 (2 ) 更强的必要条件
.

下面引进一些通篇采用的记号
.

对 V ~ ( V
, ,

…
,

认 )
’
任 尸

,

V +
表示其每个分量

都大于等于零的向量
.

另外记 }vl 一 习认
.

对 ` 任

`巴 l

「1
,

+ co 〕
,

11
.

队表示 尸 中的 l
`

范数
.

A 仁 R , 又 尸

是点集 { ( g
` ,

h` )
`

} 11 ( g
, + ,

h ,
)
`

l }l
:

> 0 }
·

石为闭单

位球 {Z 任 R’ } !} Z !}
2

镇 1 }
.

设 D 为 R
’

中的点集
,

记

D
,

DC ~ 尸 /D
,

C o n e D 和 C o n v D 分别为 D 的内部
,

补

集
,

生成锥和凸包
.

H = { ( g’
,

h `
)
,
任 R p X 尸 } ( g

, ,

h` )
`
= ( g ( x )

` ,

h (x )
`
)
’ ,

x 任 尸 }

局部 IL sP hc itt : 函数 少:

介 ~ R 相对于集 D c 尸 的

C la r k e
广义方向导数为

:

刁}
D帆 x ) 一 传 任 尸 阵为之任 神 (若 ) 的一组点 2[]

,

其中 x `
任 D

,

盖一 x} 当 甲为向量值函数时
,

口】
D

袱x) 理

解为相对于 D 的广义 Jac ob ian
.

另外
,

为了方便起见
,

下文中用 ( g
,

h) 表示 (了
,

hl )
,

对别的向量也作相似理

解
.

下面不加证 明地罗列一些要用到的结果
,

详细

的证明见文献「l 〕和文献「2〕
.

性质 1 见文献「幻
,

点集映射
: x ~ a }

D

抓 x) 为

紧的和上半连续 的
;
当 x e D 时

,

训
。抓x) 一 即 ( x)

.

引理 1 对任意 t 任 「1
,

+ co ]
,

有
:
i( )

.

0 去

刁1。 }} g
+ ,

h 队
; ( 11)

.

如果 }} g
+ ,

h }}
:

= o 且 明
,

y ) 任

刁}
。
}! g

` ,

h }1
` ,

则 夕妻 。
,

且当 g
,

< o 时
,

八 = 0
.

引理 2 对任意 x 任 尸 和 t 任 l(
,

+ co )
,

有

日}声 }19
+ ( x )

,

h ( x ) IJ
,

二 {刁 l声 [ g ( x )
,

h ( x )〕}日l , 1t g
+ ( x )

,

h ( x ) 11t
.

2 主要结果

F (Z ) 在 口上恒为正
.

事实上
,

若存在 z 任 C 使 F ( )Z

镇 。
,

则 甲 ( Z ) ( o (即 Z 是 (户 ) 的可行点 )
,

且 f ( Z ) 长

f ` ) 一 ee
,

这与 牙为 (户) 的有效解矛盾
.

进一步地
,

因为 F王一 。 ,

我们有
:

F (牙) 毛 i n f [ F ( Z ) + 。〕

由 E k el a n d 定理川
,

存在 2
.

任牙+ 丫厂万刀使 z
;

为问题

{m i n [尸 ( Z ) + 气/万 11 2 一 Z
。

1}
2

]

的解
,

从而对

Z 任 牙+ 侧万刀

。 < 占弓
,

我们有
:

o 任 刁 F ( Z
。

) + 丫厂万石 ( 4 )

由 F ( Z
`

) 的定义
,

刀 F ( Z
`

) 只可能为下面三种可能的

情形
:

( a ) a F ( Z
`

) 一 日关 ( Z
`

)
,

若存在某个 i ( i 一 l
,

…
,

m ) 使 关 ( z
`

) 一 关 (牙) + ￡ = F ( Z
;

) > 梦 ( z
。

) ;

( b”
’

F ( Z
`

) = 刁 尹( Z
。

)
,

若对任意 i = l
,

…
,

m
,

关 ( Z
;

) 一 关 (王) + ￡ < F ( Z
;

) 一 拭 Z
。

) ;

( e ) a F ( 2
.

) 一 e o n v {刁 f
l
( Z

`

)
,

( 2
.

) }
,

若 f
,
( Z

。

) 一 f
l
(牙) +

九 (刃 + ￡ ~ F ( Z
。

) 一 袱 .Z )
.

,

刁几 ( Z
`

)
,

刁 沪

= f
.
扮Z

。

) 一

m 个

引理 3 如果 王是问题 (户)
m i n f ( x )

5
.

t
.

袱 x ) 镇 O
的局

部有效解
,

则存在 甲多 。
, 。 ) o 使 } (刁

,

的 } 一 l 且

0 任 万 (王)刀 +
“ 日l

二

扩袱王)

其中 甲任 俨
,

F
,
一 谧x 任 户 }帆 x ) ( 0}

.

证明 设
。 > o 为给定的常数

,

考虑函数

F ( Z ) = m a x { f
l
( Z ) 一 f

l
(王) + 。 ,

…
,

几 ( Z ) 一

-f (王) +
。 ,

袱 Z ) }

由于 牙是 (户 ) 的局部有效解
,

从而存在 占> 0( 记 亡 -

牙+ 占石 )
,

使得不存在 x e C 使 f ( x ) 镇了` )
.

由此知
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对情形 ( a )
,

取 专
。

一 ( o
,

…
,

o
,

1
,

o
,

…
,

o )
,

几 =

o ; 对情形 (b )
,

取 从 = 0
,

氏 = 1 ; 对情形 ( e )
,

按照文献

「3 ] 的推论 1 7
.

1取 从和 氏
.

则不论在哪种情形
,

由 ( 4)

式都有 专
。

妻 0
, 。 。

) o
,

一(专
。 , a `

) }一 1使

O ~ 刁 f ( Z
`

)甲
。

+ 氏之+ V下之
,

二任 刁抓 .Z )
,

之任 石 (5 )

又注意到
, 。 。

> 。 今袱 Z
。

) 一 尸 ( 2
.

) > o 冷 Z
`

任 凡

( 6 )

现在 为了得到结论
,

只 须考虑 收 敛 于 。 的 序

列 几 > 。并按上面所述取相应的 .Z
。 ,

则 .Z
`

~ 牙
.

再由

次微分映射的上半连续性和 ( 5) 式知
:

存在 夕多 。和 。

妻 。
,

使 } (夕
,

的 {一 1且 。 任 a f ` )甲+ 。
雪

.

进一步地
,

若
“ > 0

,

则 由 ( 6) 知 雪̀ 刁!叮(* (劝
·

证毕
·

定理 1 设 牙任尸为 (尸 ) 的局部有效解
,
t 任 (1

,

+ co )
,

则存在不全为零的 (P
,

又
,

川 任 R · x R 户 x 尸

使 ( 1) 式成立
,

且

(又
,

产 ) 任 C o n e a l
、
119

+ (牙)
,

h (王) }}
`

( 7 )

证明
:

因 牙是 (尸 ) 的局部有效解
,

从而也是下面

单约束问题

{ m in f ( x )

飞占
·

t
·

}} g + 又x )
, 九又x 少 }}

`

哭 U

的局部有效解
.

由引理 3
,

存在 p 妻 。
, 。 ) 。

,

! (户
,

的 }

一 1 使



o任 a f (王)尸 + 。 a {厂 !! g
咨

(x )
,

人 (二 ) }!
,

( s )

由引理 2
,

存在明
,

y ) 呀 刁l
; ’

·

g 十 ` )
,

入̀ ) {}
`

使

O 任 af (王)户+ 。
仁

。 ,
g (王)

,

刁人(王) 〕(夕
,

y ) ( 9 )

因为 H 甲 A
,

故 刁}二 }: g + ,

h }}
`

g 刁 }
,

}{ g
+ ,

h {}
` .

又由

引 理 1 的 ( i ) 知 O 告 a }
,

}} g
+ ,

h }}
` ,

从 而 O 在

刁!
、
1} g

+ ,

h }}
: ,

故 (夕
,

y ) 共 0
.

取 扭
,

产 ) = 。 (月
,

y ) 并由

( 9) 式即得结论
.

证毕
.

附注 l 从引理 3和定理 1的证明知
,

若牙任 F
,

则定理 l 中的
口 必需取为零

.

附注 2 由引理 1 的 ( 11) 知 C o n e 刁I H }19
+

` )
,

h ` l) }
.

二 ￡ (牙)
,

故任意满足条件 ( 1) 和 ( 7) 的

点必定满足 F 一 J 条件 ( 1) 和 ( 2)
.

但反过来不一定成

立 (见下面的例 2)
.

例 1( 续 )
,

由于牙任 F
,

由附注 1知
,

定理 1的必要

条件归结为 ( 3 )
,

这是一个比较合理的结果
.

条件更强且更合理
.

下面讨论 K 一 T 必要条件
,

为此引入如下的

( C Q
,

) 条件
:
O 去 a {卢 I} g

+
( x )

,

h ( x ) 11
: .

它 是 由

D ip il lo 在文献〔4〕中首先提出的
.

文献〔l j 的命题 3
.

1

论证了它是一个比 M 一 F 约束规格弱的约束规格
.

定理 2 在 ( C q ) 条件下
,

定理 l 中的 P 护 .0

证明
:

若 p ~ 。
,

则类似于定理 l 的证明
,

可证此

时 ( 8) 式仍然成立
,

即

0 任 。日}川 19
十 (王)

,

h (牙) I!
:

且 。 = 1

这与 ( CQ
`
) 条件矛盾

.

故 P 举 0
.

证毕
.

总之
,

本文所提出的 F 一 J 和 K 一 T 必要条件

包含了通常的 F 一 J 和 K 一 T 必要条件
,

它有助于改

进已有的许多算法
,

减少计算童
,

因而有理论与现实

意义
.

另二方面
,

当m ~ 1 (即单目标规划情形 )时
,

由

本文的结论亦可得文献 「习 的相应结果
,

.

因此本文

是对文献 【门 的推广和进一步讨论
.

例 2

了( x )

考虑间题 . 考文献

= [ f
,
( x )

,

f : ( x ) 〕二
。 1
L下芍
石

一 x l

+ x : ,
x : 〕

9 1
( x ) = x : ,

+ x : a 一 1 《 o

9 2

x( ) ~ 一 对 一 Zx ; + l 镇 。

显然牙 = ( 1
,

0) 为可行点但不是有效解
.

然而取

(夕
,

人
,

产 ) ~ ( 0
,

0
,

l
,

1 )
,

F 一 J 必要条件满足
.

但易证
:

a }
,

I}g
+

(牙)
,

人(牙) 11
,

一

= { ( 1
,

o )
,

( o
,

1 ) }
,

C二
刁}二 }} g

+ (牙)
,

h` ) }}
: = { ( a

,

o )
,

( o
, a ) !

a
) o }

,

从而

对 王
,

条件 ( ” 和 (7 ) 不成立
.

因此
,

最优性必要条件 (1 ) 和 ( 7) 比 F 一 J 必要

F a e e h in e
i F

. ,

R e f in e m o n t a of n e e e朋a r y e
on d i t iom

o fo r o P t i
-

m a li t y i
n n o n il n aer P r go r a m m i n g

,

JO T A
,

73 : 1 ( 1 992 )
.

6 5~ 74

C la kr e F H
.

OP
t im iaz t io n a n d n on m oo

t h a n a l州
a ,

OJ 卜n

Wi le y &. oS
n : ,

N ew Y o r k
,

198 3

R oc k a 往la r R T 二 oC
n ve x a n公外 i。

,

N ew Y o r k .

洲
n e e t o n

U n iver ia t y P er sa
,

197 0

以泌
o G

,

F a e e h in e i F
·

E x鱿 t 讲 n a t y fu cn t ion a
for

n的d i-f

f er e n t io bl e por gr a m m in g p r o b址m 。 , n on am 。 沉h 叩 t im i一
t i on a n d er la ted tOP aIC

, e di t ed b y C la r k e F H
,

eD m y a n vo V

F
,

以 a n n e画 F , N ew Y o r k : P le n

um P r
ess

, 19 89
,

89~ 10 7

in.tm.s
J!IIr

I

(贵任编辑
:
蒋汉明

、

邓大玉 )
·

G
u a n g x i S e l e n e e s ,

V o l
.

2 N o
.

2
,

M a y 19 9 5


