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摘要 证明如下主要定理
:

( 1 ) 。 一
局部可数弱基在开

、

闭 iL dn el 6f 映射下保持
.

(2 ) 设 X
、
Y 有

。 一
局部可数弱基

,

则

X x y 为 k 一
空间的充分必要条件是下列之一满足

:

( a) X 和 Y 有
。 一
局部可数基

,

( b) X 或 Y 为局部紧度量空间
,

(C )X
、

Y 有一
a 一
局部有限且由紧子集构成的弱基

.

关键词 弱基
。 一
局 部可数 开映射 闭 iL dn el 乱 映射 凡

A b s t r a e t T w o m a i n t h e o r e m s a r e p r o v e d
:

( 1 ) A 口 一 lo e a l ly e o u n t a b le w e a k b a s e 15 p r e s e r v e d u n d e r

o p e n a n d e lo s e d L i n d e l6 f m
a p p i n g s

.

( 2 ) S u p p o s e t h a t b o t h X a n d Y h a v e a a 一 lco a l ly e o u n t a b l e w e a k

b a s e t h e n X 义 Y 15 a k 一 s
p a e e if t h e f o l l o w i n g h o ld

s :

① oB t h X a n d Y h a v e a a 一 l o e a ll y 。 o u n t a b l e b a s e
.

② X o r Y 15 a l o e a ll y e o m p a e t a n d m e t r iz a b le s p a e e
.

③ B o t h X a n d y h a v e a a 一 lo e a ll y e o u n工a b l e w e a k

b a s e f o rm e d b y e o m P a e t s u b s e t s
.

K e y w o r d s w e a k b a s e , a 一 loc a ll y e o u n t a b l e
, o p e n m a p s , 。 lo s e d L i n d e l6 f m a p s ,

5
2

弱 基 的 概 念 是 由前 苏 联 著 名 拓 扑 学 家

A kr h a n ge l,s ik i
,

A
.

V 所引进的
,

近年来许多关于弱

基的结果被中外拓扑学家所获得
,

但仍有许多问题没

有解决
.

人们已知 g 一
第二可数的完全映射像不是 g -

第一可数
,

但不知
a 一局部可数弱基在开

、

闭 iL dn
e 16 f

映射下是否保持
,

本文将证明回答是肯定的
,

同时给

出两个具有
。 一局部可数弱基的拓扑空 间乘积是 k 一空

间的充分必要条件
.

定义 1 空间 X 的子集族 , 称为 X 的弱基
,

如

果对于每一 x 〔 X
,

存在 , 二 〔 , 使 (1 ) , 一 U {,
二 :

x 任 x } ; ( z ) x 〔 门 ,
二 ; ( 3 ) 若 U

、

V 〔 ,
二 ,

则存在

W 〔 , 二

使 W仁 U n V ; (4 ) X 的子集 G 是 X 的开子

集当且仅当对于每一 x 〔 G
,

存在 B e , 二

使 B仁 G
.

定义 2 在定义 l 中
,

如果每一 , 二

是可数的
,

称

X 是 g 一
第一可数空间

.

定义 3 , 称为空间 X 的 CS
一网

,

女几果对于每

一个收敛于点 x 的收敛序列 (x
。 : n e N } 和 x 的任

二邻域 U
,

都存在 尸 任 , 和 m e N 使得 {x} U

1 9 9 5
一 0 3

一
2 7 收稿
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。

{x
, : n ) m } 〔 尸仁 U

.

本文所讨论的空间都是正则 T :
的

,

映射都是连

续到上的
,

S
:

是 A er n ,s 空间
,

S 。 表示序列扇空间
.

定理 1 具有
d 一
局部可数弱基的空间 X 有

。 -

局部可数基的充分必要条件是它不含有 S
:

的拷贝
.

证 必要性是显然的
.

充分性 由文献 「1〕中引理可知
,

X 有点 G 。
性

质
,

再由文献 [ 2〕 命题 1
.

20 可知
,

X 是 rF 亡hc et 空

间
,

而 F r亡ch et g 一
第一可数空间为第一可数的

, .

由文

献 「1〕 可知 X 有
。 一
局部可数基

.

定理 2 开
、

闭 iL n
de 峪f 映射保持

。 ,
局部可数弱

基
.

为证定理 2
,

首先我们需要以下几个引理
.

引理 1 (文献 [ 3 ] 定理 1) 设 X 为 k 一空间
,

且

有点可数闭 k 一网
,

X 有点 G ,
性质

,

则 X 为 g 一
第一

可数的充要条件是它不含有 S二 的拷贝
.

引理 2 (文献 〔4」引理 1
.

7) 设 x 是 g 二第一

可数的
,

若 , 是 X 的点可数 CS
一
网且在有限交下封

闭
,

则 , 的某个子簇是 X 的弱基
.

引理 3 (文献 〔幻 引理 4
.

4) 设 f
:

X “ Y 是

开闭映射
,

X 有点 G ;
性质

,

若 Y 含有 S二 的拷贝
,

则
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X 也含有 S二 的拷贝
.

引理 4 开
、

闭 Li nd el 6 f 映射保持
。 一局部可数的

C S 一网
.

证 设 f
:

、

X ~ Y 为开
、

闭 Li nd el 6 f映射
,

, 为

X 的
。 二
局部可数 CS

一
网

,

则 f ( , ) 一 <f (尸 )
: 尸

任 , } 为 Y 的局部可数族
.

往证 f ( , ) 是 Y 的 CS
一
网

,

设 王y
。 :

h任 N } 仁 Y
,

外~ y 任 U
,

U 是 y 的开邻

域
,

取 x 任 f 一 ` (刃
.

由文献 [ 1〕 可知 X 有点 G ,
性

质
,

贝组有 ` 的开邻域列 {w
· , ” 任 N } 满足

。

公w一
<x} 且对

n 任 N 有 厕、
1

仁W
。 ,

不妨设 W
:
一 X

,

由于

f 是开映射
,

则 f (W户 是 y 的邻域 (n 任 N )
.

若头

任 f (W
l
) 一 f (W

Z )
,

则取 x .
e f 一

`
(夕

`
) 自W

l ,

若
, ;
任 f ( w

Z
) 一了 (论

3
) 则嫩

x * 任 f 一
`
( ,

。
) 门 w

Z ,

…
,

若 夕* 任 f (W
.

) 一 f ( W
。 + 1

) 则取 x *
任 f 一

`
(少

*
) 门W

, ,

… 这样我们可选出 弋x
. : k 任N }

,

下面我们证明介~
x

.

由于 f 是闭映射
,

容易看出 {x
* : k任 N } 的任何

子列都有丛点
,

并且 x 是这些子例唯一的丛点
,

(因

为门w 二一 n 刃
。

~ ( x }
,

从而 二~ x
.

由于 x 任 f 一
,

( U )
,

, 为 X 的 娜
一网

,

故存在 尸 使 x 任尸 C f 一 `

( U ) 且 { x
。
} 终于 尸

,

故 y 任 f (尸 ) 仁 U
,

{y
*
一 f

( x 口 } 终于 f (尸 ) 从而 f (尸 ) 是 Y 的 CS
一网

.

定理 2 的证明 设 f
:

X ~ Y 为开
、

闭 L in d e l6f

映射
,

由引理 4 知 Y 有
。 一
局部可数 CS

一网
,

由引理

3 可知 Y 不含有 S二 的拷贝
,

再由引理 1 知 Y 是 g 一
第

一可数的
,

从而 Y 有
。 一
局部可数弱基 ( 引理 2)

.

定理 3
.

设 X
、

Y 有
d 一
局部可数弱基

,

则 X X Y

为 k 一
空间的充分必要条件是下列结论之一成立①

X
、

Y 有
。 一
局部可数基

; ②X 或 Y 是局部紧度量空

间
; ③X

、

Y 有
。 一
局部有限由紧子集构成的弱基

.

证 充分性是显然的
,

这里注意到文献 [ 6」中

定理 2
.

4 即可
.

必要性 ①若 X
、

Y 均不含有 S :
的拷贝

,

由定理

1 可知
,

X
、

Y 有
。 一
局部可数基

.

② X
、

Y 有一个不含 S :
的拷贝

,

不妨设 Y 不含有

S
:

的拷贝
,

则 5
2 x y 为 k 一空间

,

由于 S二 为 S
:

的完

备映射像
,

故凡 x y 为 k 一空间
,

由文献 [ 7 ] 中引理

2 可知
,

Y 中每一第一可数紧子集是局部紧的
,

从而

Y 是局部紧的
,

再由于局部紧有
。 一
局部可数基的空

间是可度量的
,

故 Y 为局部紧度量空间
.

③若 X
、

Y 均含有 S :
的拷贝

,

由情形②证明可知

X
、

Y 中的每一第一可数子集都是局部紧的
,

再由文

献 [ 4〕 中引理 2
.

5 证明可知
,

X
、

Y 有
。 一
局部可数

由紧子集构成的弱基
,

从而 X
、

Y 有一紧可数弱基
.

设

X 的紧可数弱基为 ,
,

在 X 上定义一个等价关系
:

A
,

B e ,
, .

若 A一 B 则存在 C
:

… C
。 ,

使 A n C I

共必

C `
门C ` + ,

井必 ( i = 1
,

2
,

…
, n 一 l ) C

。

自B并必
,

这样

X 可表为由可数的紧子集构成的弱基空间的拓扑

和
,

从而 X 有一
。 一
局部有限的

,

由紧子集构成的弱

基
,

同理 Y 也有一
d 一
局部有限的

,

且由紧子集构成

的弱基
.
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