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毛虫图的带宽
Bandwidths of Caterpillar-Graphs
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摘要　求出毛虫图的带宽的计算公式并给出一个较简洁的证明 . 讨论了此带宽公式的计算复杂性问题 , 提出一

种更简单的算法 .
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Abstract　 A formula o f the bandwidth s o f caterpi llar-g raphs wi th a simpler prood is abtained.

Mo reover, w e discuss the problem of computational complexi ty of this bandw idth fo rm ula and

raise a simpler alg ori thm.
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　　图的带宽问题是文献 [1 ] 的最后所列举的几十

个图论问题之一 .这个问题与计算数学中大型稀疏对

称矩阵的带宽最小化问题实质上等价 ,因而有它的应

用背景 .由于一般的图的带宽的计算是个十分困难的

N P-完全问题 [2 ] , 所以目前能求出带宽的准确值的仍

只有一些特殊类型的图 [3～ 11] . 树是图之中极其重要

也相当广泛的一类 ,人们希望能求出树的带宽
[4 ]

,但

遗憾的是一般的树的带宽的计算也是个 N P-完全问

题
[12 ]

.因此 ,比较可行的途径是先考虑一些特殊类型

的树 , 先解决特殊再逐渐走向一般 .

在树的各种类型之中 ,毛虫图是较为基本较为重

要的一类 . 文献 [13]及文献 [14]在介绍优美图及

在讨论图的轮廓 ( profi le) 时均涉及到了毛虫图 . 毛

虫图的带宽问题也已被多次考虑过 . Sy slo及 Zak
[15 ]

考虑了一类特殊的毛虫图 ,即有序的毛虫图 ,求出了

此类图 (包括其特例双星图及梳子图 )的带宽 . 文献

[6 ] 238-239页介绍了文献 [ 15 ] 的结果 . 文献

[16 ]更正了文献 [6] 239页中双星带宽公式的错误 ,

另给出了正确的计算公式 .

本文将考虑最一般的毛虫图 T .运用广义标号的

概念 ,我们较简便地给出了 T上的带宽达到最小的标

号 ,得出了 T的带宽的便于使用的计算公式 ,并得到

了某些进一步的结果 .

1　标号、广义标号及带宽的概念

　　以 Z+ 表示正整数的集合 .对整数 i < j ,记 Z [i ,

j ] = {i , i+ 1,… , j } .又记 Zn = { 1,… ,n }.此外 ,本文

还将使用文献 [4]及 [6 ]中的一些记号 ,如|S|及 [r ]

等 .

定义 1　设 G是个图 ,|V (G)|= n ,则任一个单

的映射h: V (G)→ Z+ 均称为 G上 (顶点 )的一个广义

标号 .令 B (h) = BG (h) = max {|h(u) - h(v )|: uv∈

E (G) } .称 B (h)为h的带宽 .当h(V (G) ) = Zn时 ,h即

是通常的标号 .令 B (G) = min{B ( f ): f 是 G上的标

号 } ,称 B (G)为图 G的带宽 .文献 [6]225页已指出 ,

如此定义的 B (G)与 B′(G)≡ min{B (h): h是 G上的

广义标号 }相等 .

2　毛虫图的带宽

　　 定义 2　设 T是个树 .若将 T的端点 (又称下垂

顶点 ,均指度为 1的顶点 )移走之后所剩下的图是条

路 (本文不妨只限于非空的路 )P ,则称 T是个毛虫

(或毛虫图 ) . (参看文献 [6]238页或文献 [13]25页 ) .

　　称定义 2中的路 P为毛虫 T的骨干路 .不妨假定

P的顶点数为 n (≥ 1) ,且 P = v1v2… vn .设顶点 vi的

度数为 d (vi ) ,记λi = d (vi ) - 2( i∈ Zn ) ,则λi≥ 0.当

λ1 ,… ,λn均为 0时 , T其实是条路 .因此 ,下面不妨假
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定λ1 + … + λn > 0.称序列 L≡ (λ1 ,… ,λn )为 T的

特征序列 ,同时称 T是个 (λ1 ,… ,λn )-毛虫或 L-毛虫 .

不妨设 T中与 vi相邻的那λi + 2个顶点为 vi- 1 ,wi 1 ,

wi2 ,… ,wiλ
i
,vi+ 1 (任 i∈ Zn ) .令 wi0 = vi- 1 .

对上述毛虫 T及整数 1≤ i≤ j≤ n ,令 Ti j为 T

的由顶点集 ∪
j
k= i {vk- 1 ,vk ,vk+ 1 , wk 1 , wk 2 ,… , wkλ

k }

导出的子图 .称 Ti j为 T的一个正则子毛虫 .显然 T1n

= T .此外我们令 T10 = {v 0 ,v1 ; v0v1 } , Tn+ 1, n = {vn ,

vn+ 1; vnvn+ 1 }.容易看出 , Ti j的顶点数|V ( Tij )|= j -

i+ 3+ 
j
k= iλk , Tij的直径 (文献 [1 ]14页 )D ( Ti j ) = j

- i+ 2.记Ui j ( T ) = [ (|V ( Ti j )|- 1) /D ( Ti j ) ] .据一

个熟知的带宽下界公式 (见文献 [4]278页或文献

[6]230页 )可得

B ( Tij )≥Uij ( T ) . ( 1)

　　对上述特征序列

　　L = (λ1 ,… ,λn )及 1≤ i≤ j≤ n ,令

　　bi j (L ) = E
j
k= iλk /( j - i + 2) , ( 2)

又令 b(L ) = max {bij ( L ): 1≤ i≤ j≤ n} .注意到

Uij ( T ) = 1+ [bij (L ) ] , ( 3)

且 B ( T )≥ max {B ( Ti j ): 1≤ i≤ j≤ n } ,由 ( 1)式可

得

　　引理 1　 B ( T )≥ 1+ [b (L ) ].

　　定理 1　设 T , L等各记号如上述 ,记U= U( L )

≡ [b (L ) ]+ 1,则存在 T上的广义标号 f = f n满足

　　 ( i ) f (vi ) = 1+ iU, ( i = 0, 1,… ,n+ 1) ;

　　 ( ii )对任 i∈ Zn均有 f ( wiλ
i
) < 1+ U+ iU(=

f (vi+ 1 ) ) ;

　　 ( iii) 令 Z0 =  , 记 ai = max { f (u): u ∈

V ( T 1, i - 1 ) - {vi } } ,则对任 i∈ Zn均有

f (wik ) =

ai + k　 若 k∈ Zλ
i
且 k < f ( vi ) - ai ;

ai + k + 1　 若 k∈ Zλi且 k≥ f ( vi ) - ai .
( 4) i

　　证　当 n = 1时 ,作映射 f = f 1: V ( T )→ Z+ 为

f (vi ) = 1+ iU( i = 0, 1, 2) , f ( wij ) = 1+ j (任 j∈

Zλ
1
∩ ZU- 1 ) , f (w 1k ) = 2+ k (任 k∈ Zλ

1
- ZU- 1 ) .注

意到U= [b11 (L ) ]+ 1≥ b11 (L ) + 1= 1+ λ1 /2,可

知 f (w 1λ
1
)≤ 2+ λ1≤ 2U< f (v 2 ) .据此易验 f是个

单映射并满足定理中的各个条件 .

下面假定 n > 1,并且假定已作出满足定理 1中

的各个相应的条件的 T1,n - 1上的广义标号 f n- 1 .我们

在 f n- 1的基础上作映射 f = f n: V ( T )→ Z+ 为

　　① f|V ( T1,n - 1 ) = f n - 1 ,且 f (vn+ 1 ) = 1+ (n+

1)U;

　　② f (wnk )由 ( 4)n式定义 (任 k∈ Zλ
n
) .

按照 f的这一定义及关于 f n- 1的归纳假设 ,如果我们

能够证明 f ( wnλ
n
) < 1+ (n+ 1)U,则 f便是个单映

射 (从而是个广义标号 ) ,并且 f便自动满足定理 1中

的各个条件 .因此 ,下面我们只需证明

　　 f (wnλ
n

) < 1+ (n + 1)U. ( 5)

　　为此我们注意到 ,存在着唯一的 i∈ Zn使得

　　ai≡ m ax {f n- 1 (u ): u∈ V ( T1, i - 1 ) - {vi } }

= f n- 1 (vi- 1 ) , ( 6)

且对任 j∈ Zn - Zi 均有

　　aj ≡ max { f n- 1 (u ): u∈ V ( T 1, j - 1 ) - (vj ) }

> f n - 1 (v j- 1 ) ( 7)

因 f n- 1满足定理 1中的各相应条件 ,据 ( 6)及 ( 7)式

易知

　　 f n- 1 (V ( Ti,n - 1 ) ) Z [ f n - 1 (vi- 1 ) , f n- 1 (vn- 1 ) ]

( 8)

由 ( 8)式及 f的定义则可推出

　　 f (V ( Tin ) - {vn+ 1} ) Z [ f n- 1 (vi- 1 ) , f (W nλ
n
) ]

( 9)

由 ( 9)式可得

　　n - i + 2+ E
n

j= iλj = |V ( Tin ) - {vn+ 1 }|

≥ f ( wnλ
n
) - f (vi- 1 ) + 1.

( 10)

另一方面 ,据U= U(L ) = 1+ [b( L ) ]及 ( 2)式可得

　　U≥ 1+ b (L )≥ 1+ bin ( L )

= 1+ (λi + … + λn ) /(n - i + 2) ( 11)

由 ( 10)及 ( 11)式得U≥ [ f (wnλ
n

) - f (vi- 1 )+ 1] / (n

- i+ 2) ,推出 f (wnλ
n

)≤ (n - i+ 2)U+ f (vi- 1 ) -

1 = (n + 1)U< 1+ (n+ 1)U.定理 1证完 .

　　 定理 2　设 T是个 L-毛虫 ,L = (λ1 ,… ,λn ) .又

设 b( L ) = max {bij (L ): 1≤ i≤ j≤ n }如上述 ,则

B ( T ) = 1+ [b( L ) ].

证　取广义标号 f 如定理 1所述 . 由该定

理中的三个性质易看出 B ( f ) = f (vi+ 1 ) - f (vi )

= U= 1+ [b(L ) ] , (任 i ∈ Zn ) .据引理 1即得出

B ( T )≥ 1+ [b( L ) ] = B ( f )≥ B ( T ) .

3　进一步的结果

　　毛虫图被它的特征序列 L唯一地决定 .给出毛

虫图 T的结构等价于给出它的特征序列 L .根据定理

2, T的带宽的计算几乎等同于函数值 b (L )的计算 .

从计算复杂性的角度来看 ,我们即使依一定的次序

(例如 ,依 b11 (L ) ,b12 ( L ) ,… ,bnn (L )这一次序 )计算出

所有的 bij ( L )之后再求出其最大值 b (L ) ,所需的基

本运算次数也不超过 n
2的某一常数倍 .因此 ,根据定
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理 2给出的公式可以得到计算带宽 B ( T )的有效的

(即“好的” )算法
[17 ]

.

下面我们将探讨是否还有更好的算法 ,不需要计

算出所有的 bi j (L )即可求得 b(L ) .

仍设 L = (λ1 ,… ,λn )等各记号如上节所述 .对 1

≤ i≤ j≤ n ,令_ ij (L ) = (λi+ … + λj ) / ( j - i+ 1) ,

则 _ i j (L )为λi ,… ,λj的算术平均值 ,且_ i j (L ) = [1+

1 /( j - i + 1) ]bi j (L ) ≥ bij ( L ) . 又令 _ 10 (L ) =

_ n+ 1, n (L ) = _ 1n ( L ) .

　　引理 2　 设 1≤ i≤ j≤ n ,则

　　 ( i ) bin ( L ) > b1n (L )的充要条件是 _ 1, i- 1 (L )

< b1n (L ) ;

　　 ( ii ) b1j (L ) > b1n (L )的充要条件是 _ j+ 1, n (L )

< b1n (L ) .

　　证　 注意到 bin (L ) = [ (n + 1)b1n (L ) - ( i -

1)_ 1, i - 1 ( L ) ] /(n - i+ 2) ,可知引理 2的结论 ( i )成

立 .据对称性 ,结论 ( ii)也成立 .

　　引理 3设 1≤ i≤ j≤ n .若 bij ( L ) > b1n ( L ) ,则

　　min{_ 1, i- 1 (L ) ,_ j+ 1,n ( L ) } < b (L ) .

　　 证 　 注 意 到 ( i - 1)_ 1, i- 1 (L ) + (n -

j )_ j+ 1,n ( L ) = (λ1+ … + λn ) - (λi + … + λj ) = (n

+ 1)b1n ( L ) - ( j - i+ 2)bij ( L ) ,可知引理 3成立 .

　　由引理 2及 3可推出如下的命题及定理:

　　命题 1　b( L ) = b1n (L )的充要条件是

( C. 1)　 min{_ 1i ( L ) ,_ in (L ): i∈ Zn }≥ b1n (L ) .

　　定理 3　 若条件 ( C. 1)成立 ,则 (λ1 ,… ,λn ) -毛

虫 T 的带宽 B ( T ) = 1+ [b1n (L ) ] = 1+ [ (λ1+ …

+ λn ) /(n + 1) ].

　　 推论 1　 若 ( i ) min{λ1 ,… ,λn }≥ b1n ( L ) , 或者

( ii ) min{λ1 ,… ,λn }≥ n
n+ 1

m ax {λ1 ,… ,λn } ,则 B ( T )

= 1+ [b1n (L ) ].

证　条件 ( ii )蕴含 ( i ) ,而条件 ( i)蕴含条件 ( C.

1) .

　　引理 8　若存在 m∈ Zn使得下面的条件 ( C. 2)

或 ( C. 3)成立 ,则对任 i∈ Zm及任 j∈ Z [m ,n ]均有

bi j (L ) < b (L ):

( C. 2)　_ 1m < b1n (L ) ,且对任 k∈ Zm- 1均有_ 1k ( L )≥

b1n (L ) .

( C. 3)　_ mn < b1n (L ) , 且对任 k ∈ Zn - Zm 均有

_ kn (L )≥ b1n (L ) .

　　证　据对称性 ,不妨只考虑条件 ( C. 2)成立的

情形 .对任 i∈ Zm及 j∈ Z [m ,n ],若 bij (L ) < b1n (L ) ,

自然有 bij (L ) < b( L ) . 若 bij (L ) ≥ b1n (L ) , 则由

_ 1, i- 1 (L )≥ b1n (L ) > _ 1m (L )可推出_ im (L ) < b1n (L )

≤ bij ( L ) < _ ij (L ) ,从而 j > m .将引理 2用于序列 L′

≡ (λi ,… ,λj ) ,亦可得

　　bij (L ) = b1, j- i+ 1 (L′) < bm- i+ 2, j- i+ 1 (L′)

= bm+ 1, j ( L )≤ b (L ) .

　　由引理 8可得出如下的命题及定理:

　　命题 2　 若上述条件 ( C. 2 ) 或 ( C. 3 )对某

m ∈ Zn成立 ,则当 m = 1时有 b( L ) = b (λ2 ,… ,λn ) ,

当m= n时有b (L ) = b (λ1 ,… ,λn- 1 ) ,当 1 <m < n时有

　　b(L ) = max {b (λ1 ,… ,λm- 1 ) ,b(λm+ 1 ,… ,λn ) }.

　　定理 4　 若上述条件 ( C. 2 ) 或 ( C. 3 )对某

m ∈ Zn 成立 , 则上述毛虫 T 的带宽 B ( T ) =

max {B ( T 1,m- 1 ) ,B ( Tm+ 1 ,n ) }

　　注意到条件 (C. 1)不成立时条件 ( C. 2)或 ( C. 3)

必对某 m∈ Zn成立 ,据命题 1及命题 2我们可以给出

一个从 L = (λ1 ,… ,λn )求出 b( L ) (从而求出带宽

B ( T ) )的计算量更小一些的算法 ,此算法不必把所

有的 bij ( L )都计算出来 .

注 1　文献 [18 ]也求出了毛虫图的带宽 . 但本

文借助于广义标号 , 证明方法比文献 [18 ]简洁 . 此

外 , 本文第 3节的内容也是文献 [18] 所没有的 .
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图 12　在混沌区的目标瞄准图

Fig. 12　 Ta rgets a t chaos ar ea

图 13　在分岔区的目标瞄准图

Fig. 13　 Ta rgets a t bifurcation ar ea

图 14　在分岔区的目标瞄准图

Fig. 14　 Ta rgets a t bifurcation ar ea

　　从上面二例知道 ,调多参数能较好地引导失稳轨

道到达目标 .

6　结束语

　　本文以二维三参数模型的一周期为例 ,把调参数

法从调一参数推广到调多参数 ,以此改变相体积变化

率和 Lyapunov指数 , 在分岔区、 混沌区实现对失稳

周期控制和引导失稳轨道到达目标 .从上面的讨论知

道 ,多参数远比一参数复杂 ,但是调多参数的优点也

是很明显的 ,它既可扩大控制范围 ,增强系统抗干扰

性 ,还能在目标瞄准时调一参数失效的情形下 , 实现

失稳轨道目标 . 因此 ,从调一参数推广到调多参数是

一项很有意义的工作 ,本文的讨论是初步的 ,还有许

多开创性的工作去做 .
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