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摘要　利用数论函数h2 (k) , 证明了余新河数学题和哥德巴赫猜想。

关键词　数论函数　余新河数学题　哥德巴赫猜想

Abstract　 The Yu math problem and Go ldbach conjecture are proved using the ari thmetic func-

tionh2 (k) .
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　　定义　我们定义广义余新河方程 [1- 5 ]

　　 Ep
T
( K ) = kK + pT ( 1)

其中 K = 0, 1, 2,… ,k= Π
2≤ p≤ p

i

p , (k, pT) = 1, pi < pT

= p1 ,… , ph
1
(k) = k+ 1,为了计算方便 ,用k+ 1代替

1,h1 (k) = Π
2≤ p≤ p

i

( p - 1)是 Euler函数 . Ep
T( K )可以

形成除因子为 2, 3,… , pi的数以外所有素数和合数 ,

下面用 K定义素数和合数 .

定理　存在无限多个素数 p使得 ap+ b也是素

数 ,它必须满足以下三个充分和必要条件:

(Ⅰ ) ab≠ 0,　 2|ab, (a ,b ) = 1,　ap + b是不

可约的 .

(Ⅱ )存在一个数论函数h2 (k) ,它表示

　　 (apT+ b,k) = 1 ( 2)

解的个数 ,也表示子方程的个数 ,即 pT的个数 ,从 ( 2)

式定义h2 (k)可以表示为

　　h2 (k) = ΢
h
1
(k)

T= 1 [
1

(apT+ b ,k) ]

= Π
3≤ p≤ p

i

(p - 2 - i( p ) )

≠ 0,i(p ) = - 1, 0. ( 3)

h1 (k)≥h2 (k) ,它是h1 (k)的推广 .如h2 (k)≠ 0,那末

有无限多个素数 p使得 ap+ b也是素数 .引入h2 (k)

可以获得解的个数精确公式 .

(Ⅲ ) tT与 pT无关 , tT表示在 aEp
T
( K p )+ b = 素数

中小于 n素数 K p的个数 ,取 t1 = tT,其中

T= 1,… ,h2 (k)我们有

　　 TN = |{p: p≤ N ,ap + b = p′}|

= ΢
h
2
(k)

T= 1 tT= h2 (k) t1 + 误差项 ( 4)

h2 (k)越大 , TN越精确 ,误差项可以忽略 .

首先我们讨论一个子方程 aEp
1
(K ) + b = p′′,

从 Ep
1
(K )定义数列

　　 K = 0, 1,… ,n.

　　我们取平均值 ,

　　 t1 = |{Kp: K p≤ n ,aEp
1
( K p ) + b = p′′}|

=
[c1 (kn ) ]2

n
+ 误差项 , ( 5)

其中c1 (kn )表示在 Ep
1
( K )中素数 K的个数 ,我们证

明了 t1与 p1无关 .

　　设 N = kn和c1 ( N ) =
N

h1 (k) logN
+ 误差项 ,把

它们代入 ( 5)式 ,而后把 t 1代入 ( 4)式 ,我们有

　　 TN = |{p: p≤ N ,ap + b = p′}|

=
h2 (k)k
h21 (k)

N
log2N

{ 1+ O(
log logN
logN

) } . ( 6)

如用 [c( N ) ]2 /N代替 N /log2N ,O符号可以忽略 ,它
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的系数没有误差
[5 ]
.条件 (Ⅲ )只是保证推导出 ap+ b

= p′解的个数精密渐近公式 , (Ⅰ )和 (Ⅱ )保证 ap+

b = p′有无限多个素数解的充分条件 .

　　因为h2 (k)≠ 0,从 ( 6)我们有 ap+ b = p′的素

数定理 [5 ]

　　 lim
N ∞

TNh21 (k) log2N
h2 (k)kN = 1. ( 7)

从 ( 2)式我们有

　　apT+ b≡ 0( modp ) , 2 < p≤ pi < pT. ( 8)

每个 pT> p可以表示为

　　pT= pl + q, ( 9)

　　其中 q = ± 1,± 2,… ,± (p - 1) /2.把 ( 9)式

代入 ( 8)式我们有

　　aq+ b≡ 0( modp ) . ( 10)

　　如 p|ab, ( 10)式无解 ,我们定义i( p ) = - 1;如

p ab, ( 10)式只有一个解定义i( p ) = 0.把它们代入

( 3)式我们有

　　h2 (k) = Π
3≤ p≤ p

i

( p - 2) Π
p|ab

3≤ p≤ p
i

p
p - 1
p - 2

≠ 0. ( 11)

把 ( 11)式代入 ( 6)式我们有
[4 ]
,

　　 TN = |{p: p≤ N ,ap + b = p′}|

= 2 Π
3≤ p≤ p

i

( 1 -
1

(p - 1)
2 ) Π

p|ap
3≤ p≤ p

i

p - 1
p - 2

　×
N

log2N
[1+ O (

log logN
logN

) ]. ( 12)

因为h2 (k)≠ 0,有无限多个素数 p使得 ap+ b也是

素数 .

孪生素数问题 　设 a = 1从 ( 12)式我们有 [4 ]

　　 TN = |{p: p≤ N , p + b = p′}|

= 2 Π
3≤ p≤ p

i

( 1 -
1

(p - 1) 2
) Π

p|b
3≤ p≤ p

i

p - 1
p - 2

　×
N

log2N
[1+ O (

log logN
logN

) ] , 2|b. ( 13)

孪生素数数论函数是

　　h2 (k) = Π
3≤ p≤ p

i

( p - 2) Π
p|b

3≤ p≤ p
i

p - 1
p - 2≠ 0 ( 14)

因为h2 (k)≠ 0,有无限多个素数 p使得 p+ b也是素

数 .

　　哥德巴赫问题　设 a = - 1和 b = N从 ( 12)式

我们有 [2～ 5 ]

　　 TN = |{p: p≤ N , N - p = p′}|

= 2 Π
3≤ p≤ p

i

( 1 -
1

(p - 1) 2
) Π

p|N
3≤ p≤ p

i

p - 1
p - 2

　 ×
N

lo g2N
[1+ O (

log logN
logN

) ] , 2|N . ( 15)

　　哥德巴赫数论函数是

　　h2 (k) = Π
3≤ p≤ p

i

(p - 2) Π
p|N

3≤ p≤ p
i

p - 1
p - 2

≠ 0. ( 16)

　　因为h2 (k)≠ 0,每个大于 4的偶数是两个素数

之和 .

　　第一类余新河数学题 [3～ 5 ]　设 pi = 5和k= 30,

从 ( 1)式我们有余新河方程

　　 Ep
T
( K ) = 30K + pT, ( 17)

其中 K = 0, 1, 2,… , pT= 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31.

由 N = 30m+ h ,其中 m= 0, 1, 2,… ,h = 18, 20, 22,

24, 26, 28, 30, 32, 34, 36, 38, 40, 42, 44, 46,可以形成

大于 16的所有偶数 ,从 ( 17)式我们有

　　 N = Ep
1
( K 1 ) + Ep

2
(K 2 ) = 30m + h , ( 18)

其中 Ep
1
(K 1 )和 Ep

2
( K 2 )是两个素数 .从 ( 18)式我们

有

　　m = K 1+ K 2 ,　h = p1 + p2 , ( 19)

其中 K 1和 K 2是两个素数 .

　　第一类余新河数学题是在 ( 19)式中 m = K 1 +

K 2 ,其中 m= 1, 2, 3,… , K 1和 K 2是两个素数 .要直接

证明它们是非常困难的 .从 ( 18)式和 ( 19)式我们得

出 m = K 1 + K 2解的个数等于 N = Ep
1
( K 1 ) +

Ep
2
(K 2 )解的个数 .研究 m = K 1+ K 2转变为研究 N

= Ep
1
(K 1 ) + Ep

2
( K 2 ) .

3|N ,h2 ( 30) = 6,例如 pT = 7, 11, 17, 31, 19, 29,从

( 18)式我们有

　　 N = E7 ( K 1 ) + E11 ( K 2 ) = E17 ( K 1 ) + E31 ( K 2 )

= E19 (K 1 ) + E29 (K 2 ) = 30m+ 8,

　　 N = E7 ( K 1 ) + E17 ( K 2 ) = E11 ( K 1 ) + E13 ( K 2 )

= E23 (K 1 ) + E31 (K 2 ) = 30m+ 24,

　　 N = E7 ( K 1 ) + E29 ( K 2 ) = E13 ( K 1 ) + E23 ( K 2 )

= E17 (K 1 ) + E19 (K 2 ) = 30m+ 36,

　　 N = E11 ( K 1 ) + E31 (K 2 ) = E13 ( K 1 ) + E29 (K 2 )

= E19 ( K 1 ) + E23 ( K 2 ) = 30m+ 42. ( 20)

5|N ,h2 ( 30) = 4,例如 pT= 7, 13, 19, 31,从 ( 18)式我

们有
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　　N = E7 ( K 1 ) + E13 ( K 2 )

= E19 (K 1 ) + E31 (K 2 ) = 30m + 20,

　　N = E11 ( K 1 ) + E29 ( K 2 )

= E17 (K 1 ) + E23 (K 2 ) = 30m + 40. ( 21)

3, 5 N ,h2 ( 30) = 3,例如 pT= 11, 23, 29,从 ( 18)式我

们有

　　N = E23 ( K 1 ) + E29 ( K 2 )

= E11 (K 1 ) + E11 (K 2 ) = 30m + 22,

　　N = E7 ( K 1 ) + E19 ( K 2 )

= E13 (K 1 ) + E13 (K 2 ) = 30m + 26,

　　N = E11 ( K 1 ) + E17 ( K 2 )

= E29 (K 1 ) + E29 (K 2 ) = 30m + 28,

　　N = E13 ( K 1 ) + E19 ( K 2 )

= E31 (K 1 ) + E31 (K 2 ) = 30m + 32,

　　N = E11 ( K 1 ) + E23 ( K 2 )

= E17 (K 1 ) + E17 (K 2 ) = 30m + 34,

　　N = E7 ( K 1 ) + E31 ( K 2 )

= E19 (K 1 ) + E19 (K 2 ) = 30m + 38,

　　N = E13 ( K 1 ) + E31 ( K 2 )

= E7 (K 1 ) + E7 (K 2 ) = 30m + 44,

　　N = E17 ( K 1 ) + E29 ( K 2 )

= E23 (K 1 ) + E23 (K 2 ) = 30m + 46. ( 22)

3, 5|N ,h2 ( 30) = 8, pT= 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31,

从 ( 18)式我们有

　　N = E7 ( K 1 ) + E23 ( K 2 ) = E11 ( K 1 ) + E19 ( K 2 )

= E13 (K 1 ) + E17 (K 2 )

= E29 (K 1 ) + E31 (K 2 ) = 30m + 30, ( 23)

其中 Ep
1
( K 1 )和 Ep

2
(K 2 )是两个素数 , K 1和 K 2也是

两个素数 .数论函数h2 ( 30)精确地确定 pT的个数 .

在 ( 23)式中有 4个子方程 ,因为 N相等 m也相

等 . 4个子方程解的个数也相等 ,只讨论其中一个子

方程就够了 ,例如 N = E7 (K 1 ) + E23 (K 2 ) . ( 20) ,

( 21)和 ( 22)式也是这样 .这样在 ( 20)— ( 23)式中 ,只

有 15个不同子方程 ,它对应 15个 N = 30m+ h方程 ,

也对应 15个 m = K 1 + K 2方程 .从 ( 16)式我们得出

每个子方程数论函数是

　　h2 ( 30) = 2, h2 (k> 30)

= Π
7≤ p≤ p

i

( p - 2) Π
p|N

7≤ p≤ p
i

p - 1
p - 2

≠ 0. ( 24)

从 ( 6)式推导出哥德巴赫问题公式 ( 15) , ( 6)式也适

用于哥德巴赫问题的子方程 ,只是数论函数不同 .把

h2 (k> 30)代入 ( 6)式我们有
[3～ 5 ]

　　 TN = ΢
m= K

1
+ K

2

1= ΢
N = K

p1
(K

1
)+ K

p2
( K

2
)
1

=
15
32 Π7≤ p≤ p

i

( 1 -
1

(p - 1)
2 ) Π

p|N
7≤ p≤ p

i

p - 1
p - 2

　 ×
N

lo g2N
[1+ O (

log logN
logN

) ] , ( 25)

其中 Ep
1
( K 1 )和 Ep

2
(K 2 )是两个素数 , K 1和 K 2也是

两个素数 , p1≠ p2 .

　　因为h2 (k> 30)≠ 0,每个大于 16的偶数是两个

素数之和 .因为 N = Ep
1
( K 1 )+ Ep

2
( K 2 )解的个数等

于 m = K 1+ K 2解的个数 ,我们也证明了 15个不同

子方程 m = K 1+ K 2 ,其中 m = 1, 2, 3,… ,K 1和 K 2

是两个素数 .这也证明了在 ( 20)— ( 23)式中 28个子

方程: m = K 1+ K 2 ,其中 m = 1, 2, 3, 4,… , K 1和 K 2

是两个素数 .

　　余新河数学题　它有 8个余新河方程 [ 6～ 8 ]

　E′7 ( K ) = 30K - 23,　 E′11 ( K ) = 30K - 19,

　E′13 ( K ) = 30K - 17,　E′17 (K ) = 30K - 13,

　E′19 ( K ) = 30K - 11,　 E′23 ( K ) = 30K - 7,

　E′29 ( K ) = 30K - 1,　E′31 (K ) = 30K - 29,

( 26)

其中 K = 1, 2, 3,…

3|N ,h2 ( 30) = 6,从 ( 26)式我们有

　N = E′7 ( K 1 ) + E′11 ( K 2 ) = E′17 (K 1 ) + E′31 (K 2 )

= E′19 ( K 1 ) + E′29 (K 2 ) = 30(m - 2) + 18,

　N = E′7 ( K 1 ) + E′17 ( K 2 ) = E′11 (K 1 ) + E′13 (K 2 )

= E′23 ( K 1 ) + E′31 (K 2 ) = 30(m - 2) + 24,

　N = E′7 ( K 1 ) + E′29 ( K 2 ) = E′13 (K 1 ) + E′23 (K 2 )

= E′17 ( K 1 ) + E′19 (K 2 ) = 30(m - 2) + 36,

　N = E′11 (K 1 )+ E′31 (K 2 ) = E′13 (K 1 ) + E′29 (K 2 )

= E′19 (K 1 ) + E′23 ( K 2 ) = 30(m - 2) + 42.

( 27)

5|N ,h2 ( 30) = 4,从 ( 26)式我们有

　N = E′7 (K 1 ) + E′13 ( K 2 )

= E′19 ( K 1 ) + E′31 (K 2 ) = 30(m - 2) + 20,

　N = E′11 (K 1 ) + E′29 ( K 2 )

= E′17 ( K 1 ) + E′23 (K 2 ) = 30(m - 2) + 40.

( 28)

3, 5 N ,h2 ( 30) = 3,从 ( 26)式我们有

　N = E′23 (K 1 ) + E′29 ( K 2 )

= E′11 ( K 1 ) + E′11 (K 2 ) = 30(m - 2) + 22,

　N = E′7 (K 1 ) + E′19 ( K 2 )

= E′13 ( K 1 ) + E′13 (K 2 ) = 30(m - 2) + 26,
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　N = E′11 ( K 1 ) + E′17 (K 2 )

= E′29 (K 1 ) + E′29 ( K 2 ) = 30(m - 2) + 28,

　N = E′13 ( K 1 ) + E′19 (K 2 )

= E′31 (K 1 ) + E′31 ( K 2 ) = 30(m - 2) + 32,

　N = E′11 ( K 1 ) + E′23 (K 2 )

= E′17 (K 1 ) + E′17 ( K 2 ) = 30(m - 2) + 34,

　N = E′7 ( K 1 ) + E′31 (K 2 )

= E′19 (K 1 ) + E′19 ( K 2 ) = 30(m - 2) + 38,

　N = E′13 ( K 1 ) + E′31 (K 2 )

= E′7 (K 1 ) + E′7 ( K 2 ) = 30(m - 2) + 44,

　N = E′17 ( K 1 ) + E′29 (K 2 )

= E′23 (K 1 ) + E′23 ( K 2 ) = 30(m - 2) + 46.

( 29)

3, 5|N ,h2 ( 30) = 8,从 ( 26)式我们有

　　N = E′7 (K 1 ) + E′23 ( K 2 )

= E′11 ( K 1 ) + E′19 (K 2 )

= E′13 ( K 1 ) + E′17 (K 2 )

= E′29 ( K 1 ) + E′31 (K 2 )

= 30(m - 2) + 30. ( 30)

其中 Ep
1
( K 1 )和 Ep

2
(K 2 )是两个素数 , K 1和 K 2也是

两个素数 . ( 27)— ( 30)式和 ( 20)— ( 23)式完全相同 ,

第一类余新河数学题就是余新河数学题 .余新河数学

题只讨论在 ( 27)— ( 30)式中 24个子方程 [7 ] ,在 ( 27)

式中有 8个 ,在 ( 28)式中有 4个 ,在 ( 29)式中有 8个 ,

在 ( 30)式中有 4个 .余新河猜想 24个子方程
[ 6～ 8]

: m

= K 1 + K 2 ,其中 m = 2, 3, 4,… , K 1和 K 2是两个素

数 .同样在 ( 27)— ( 30)式中只有 15个不同子方程对

应 15个 N = 30(m - 2) + h方程 ,也对应 15个 m =

K 1+ K 2方程 . ( 25)式也是余新河数学题解的个数渐

近公式 .因为h2 (k> 30)≠ 0,每个大于 16的偶数是

两个素数之和 .因为 N = E′p
1
(K 1 ) + E′p

2
(K 2 )解的

个数等于 m = K 1 + K 2解的个数 ,我们证明了 15个

不同子方程: m = K 1+ K 2 ,其中 m = 2, 3,… , K 1和

K 2是两个素数 .这样我们也证明了余新河数学题中

24个子方程: m = K 1 + K 2 ,其中 m = 2, 3,… , K 1和

K 2是两个素数 .同样我们也证明在 ( 27)— ( 30)式中

28个子方程: m = K 1 + K 2 ,其中 m = 2, 3,… , K 1和

K 2是两个素数 .

　　在 ( 7)中设h2 (k) = h2 (k> 30) ,我们获得余新

河 哥德巴赫素数定理

　　 lim
N ∞

TNh
2
1 (k) log

2
N

h2 (k> 30)kN
= 1, ( 31)

其中 N = 30(m - 2) + h = E′p
1
( K 1 ) + E′p

2
(K 2 ) ,

m = K 1+ K 2 ,m = 2, 3,… , K 1和 K 2是两个素数 , p1

≠ p2 .

　　 在 ( 1)式中设 pi = 7我们可以建立第二类余新

河数学题 .设 pi = 11为第三类余新河数学题… ,同样

我们可以证明余新河数学题 ,因为它们的数论函数不

为零 .

　　余新河数学题的意义已超过哥德巴赫问题 .在

研究余新河数学题中我们发现每个堆垒素数问题都

有一个数论函数 ,用它可找到解的个数精确公式 ,从

而建立了堆垒素数定理
[5 ]
.利用数论函数可以攻克堆

垒素数理论中所有问题 .最后问题就是研究它的数论

函数 [9 ] .这种数论函数可以应用于其他学科 .

　　注: ( 1) F( p ) = ( p9 - 1) / (p - 1)是可约的 ,但

h2 (k)≠ 0; ( 2)F ( p ) = p
4
+ 4是不可约的 ,但h2 (k)

= 0.在这两种情况下 F ( p )无素数解 .如 F (p )有无

限多个素数解它必须同时满足 (Ⅰ )和 (Ⅱ )两个条

件 .我们用 O( log logN
logN

)表示误差项 .它不影响本文

结果 .在文献 [4 ]中我们用c(pi ) /c( N )表示误差项 ,

并提出无限上升法 . 维诺格拉道夫在 1937年并没有

证明三素数问题
[ 9]
.
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