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摘要　用调参数法改变相体积的变化率和 Lyapunov指数 , 从而在混沌区、 分岔区控制二维三参数模型的

失稳周期、 引导失稳周期轨道到目标点 . 该方法有较强的抗干扰性 .
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Abstract　 The method of small perturbation to available sy stem pa rameters was used to

modify the ra te of phase vo lume and Lyapunov exponents, So the unstable period embod-

ied in chaos and bi furca tions of the tow-dimentional map w ith three parameters wa s con-

troled and directed to a giv en targ et. This method has a good abi li ty of noiseproo f.

Key words　 chao s, Unstable period, targ et object

　　 1990年 E. Ot t, C. Grebogi与 J. A. Yo rk

( O. G. y )
[1, 2 ]利用混沌的遍历性 ,等待点进入一定范

围后 ,通过对参数的微小改变 , 实现了混沌区中失稳

周期轨道的控制与瞄准 , 引起了广泛的关注 . 很多人

在此基础上作了大量的工作 , 倪皖荪等利用改变

Lyapunov指数把控制和瞄准的区域扩大到分岔

区 [7 ] , 陈式刚等人给出了控制范围 [8 ] ; 这些都可认为

是 O. G. Y. 方法的发展和完善 . 常用的方法还有负

反馈法
[9, 10 ]
和级数展开法

[11 ]
.

经常用来讨论混沌现象及混沌控制的模型 ,有一

维的 Log isti映象和二维的 Henon映象 . 本文用调参

数法实现二维三参数模型 [4, 5 ]的失稳周期控制及目标

瞄准 . 选二维三参数模型是因为它有许多 Logisti映

象和 Henon映象所没有的性质和特点 , 其方程为

　　
xn+ 1 = ax

2
n + axn - yn

yn+ 1 = bxn + cyn
( 1)

其雅可毕行列式为

　　B =
 (xn+ 1 , yn+ 1 )
 (xn , yn )

=
a + 2ann - 1

　b 　 c

= c(a + 2axn ) + b

当 c = 0时 ,它变为 Henon映象 ;当 b = 1,c= 0时 ,

则为标准映象 [9 ] . 它既有正常的倍周期分岔 , 还有相

体积变化率大于 1的奇异分岔 [4, 5 ] . 以前的控制都是

对耗散系统进行的 , 即相体积变化率小于 1, 对于二

维三参数模型 , 存在相体积变化率大于 1的情形 ,通

过调参数可改变相体积变化率 , 使之小于 1; 另外它

还有多个可调参数 ,通过对它的讨论可以把调参数法

推广到调多个参数 .

1　调参数法的原理及公式

　　利用混沌的遍历性 , 等待它进入到周期点附近 ,
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然后对参数使一微小的改变 , 即可控制到周期点 . 引

入参变量 ,其雅可毕行列式随之变化 ,即相体积变化

率发生变化 ,为了能稳定地控制 ,除要求其本征方程

的本征值的绝对值小于 1外 ,还要求相体积的变化率

小于 1. 以一周期为例 , 分别导出调一参数和调多参

数的控制公式 .

1. 1　调参数 c

　　设周期点为 ( x* ,y* ) ,一般地取

　　 cn = c+ X1 ( xn - x
* ) + X2 (yn - y

* ) , ( 2)

代入 ( 1)式 ,在周期点展开 ,并只保留到线性项 ,有

　　
xn+ 1 - x

*

yn+ 1 - y
*

= B
xn - x

*

yn - y
*

.

其中

　　B =
a+ 2ax* - 1

b + X1y* c+ X2y*
,

由 B的本征方程|B - λ|= 0由此得到λ,X1 ,X2的关

系式

　　λ2 - (a+ 2ax* + c+ X2y* )λ+ b+ X1y* = 0,

在控制范围内 (见下一段 )取定X1 ,X2的值 ,为了方便 ,

可以令其副对角线上元素之一为零 ,因而有

　　X1 = - b /y
*
　X2 = (λ- C ) /y

*
, ( a)

λ= 0时为最优控制 ,当失稳轨道离待控周期足够近

时 ,只需一次调控即可到达要控制的周期轨道 .

1. 2　调参数 a、 c

　　引入参变量 an的关系式

　　 an = a+ ε11 ( xn - x
*
) + ε12 ( yn - y

*
) , ( 3)

同样地讨论 ,可求出ε1、ε2、ε11、ε12、λ的关系

a+ 2ax* + ε11( xn - x* ) - λ - 1+ ε12( xn - x* )　

b+ ε1 y* c+ ε2 y* - λ
= 0,

即

　λ2 - (a+ 2ax* + c+ ε11 ( x* + x* 2 ) + c

+ ε2y
*
)λ- ( b+ ε1y* ) (ε12 ( x

* 2
+ x* ) - 1) = 0,

这是一个很复杂的关系式 ,它包含了 5个变量 ,取值

范围不好确定 ,为了计算的简便 ,可令副对角线、主对

角线上的元素均为 0,得

ε12 = 1 /( x* + xy* 2 ) ,　　ε1 = 1b /x* ,

ε11 =
(λ- a - ax* )
( x* + x* 2 )

,　　ε2 = (λ- c) / ( y* ) . (b)

其中|λ|< 1,λ= 0时为最优控制 .这样取的ε满足两

个条件 ,即相体积不膨胀和 Lyapunov指数小于 1.

2　控制范围及控制结果

　　 控制范围是指系数 ε1、ε2、ε11、ε12等的取值范

围
[ 3]
,在此范围内取值 ,可实现控制 .控制范围由两个

条件决定 ,即相体积不膨胀和 Lyapunov指数小于 1.

为了明显 ,改记 ε1、ε2、ε11、ε12为 z1、 z2、 z11、 z12 .

2. 1　调参数 c

　　由上面第一个条件推得:

　　 - 1 - b - ( a+ 2ax* ) (c+ z2y* )

　　 < z1 y*

　　 < 1 - b - ( a+ 2ax* ) (c+ z2y* ) ,

对于第二个条件 ,可先写出 z1 y
*
= f (λ) ,并对λ求偏

导 ,定出关于 λ的增减区域 ,由此求得 z1y
*
的取值范

围 ,下面来求 z1y
*
的范围 .

　　 z2 y* = - (a+ 2ax* ) ( c+ zy* )

- λ
2
- ( a+ 2ax

*
+ c+ zay

*
)λ- b,

当 a+ 2ax* + c+ z2 y* > 2λm时 ,

即 z2y* > 2λm - ( a+ 2ax* + c+ z2y* ) ,

其中λm = ( a+ 2ax* + c+ z* y2 ) /2,

一般地取λm = 1,则

　　 z1 y
*
> - (a+ 2ax

*
) ( c+ z2 y

*
)

- 1+ ( a+ 2ax
*
+ c+ z2y

*
) - b

　　 z1 y
*
> - (a+ 2ax

*
) ( c+ z2 y

*
)

- 1 - ( a+ 2ax* + c+ z2y* ) - b,

控制范围即是这些不等式的公共区域 .取 a= 2. 5,

b = c= - 0. 5, x* = - 11 /15, y* = 11 /45,代入上

面四个不等式得到 z1 , z2的取值范围 ,控制范围可用

图 1中四条线围成的区域表示 ,图 1即为它的控制范

图 1　调 c时的控制范围
Fig . 1　 Cont rol range with c adjusting
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围 .在 (a )式中 ,令λ= 0,则X1 = X2 = 2. 05,点 ( 2. 05,

2. 05)在图 1内 ,因此 (a )式是适用的 .注意 ,图 1中应

去掉 ( 0, 0)点及其邻域 .

2. 2　调参数 a、 c

　　同样的讨论可以给出 z1、 z2、 z11、 z12、λ的关系式

a+ 2ax* + z11( x
* + x* 2) - λ - 1+ Z12( x

* + x* 2)

b + z1 y
* c+ z2 y

* - λ
= 0,

为了便于讨论 ,先令 z12= z2= 0,定出 z11、 z1的取值范

围 ,这时上式变为

　　
a+ 2ax* + z11 ( x* + x* 2 ) - λ - 1

b+ z1 y
*

c - λ
= 0.

　　 z11、 z1的取值范围由下列不等式确定:

　　 - 1 - c( a+ 2ax
*
+ z11 ( x

*
+ x

* 2
) )

　　 < z1 y
*

　　 < 1 - c( a+ 2ax
*
+ z11 ( x

*
+ x

* 2
) ) ,

当 a+ 2ax
*
+ z11 ( x

*
+ x

* 2
) + c+ 2 < 0时 ,

　　 - 2(a+ 2ax
*
+ z11 ( x

*
+ x

* 2
) + c) - 1

　　 < z11 y
*

　　 < 2(a+ 2ax
*
+ z11 ( x

*
+ x

* 2
) + c) - 1,

当 a+ 2ax
*
+ z11 ( x

*
+ x

* 2
) + c+ 2 > 0时 ,

　　 - 2(a+ 2ax
*
+ z11 ( x

*
+ x

* 2
) + c) - 1

　　 > z11 y
*

　　 < 2(a+ 2ax
*
+ z11 ( x

*
+ x

* 2
) + c) - 1,

a, b, c, x
*
, y

*
取上面同样的数值 , z1 1、 z1的取值范围

由图 2表示 ,图 2即为 z11、 z2的控制范围图 .同样的讨

论可以定出 z11、 z2; z12、 z1 ; z12、 z2的取值范围 .

图 2　调 a、 c时的控制范围
Fig . 2　 Contr ol range with a ,c adjusting

　　从图 1、 2可知 , z 11、z 1的取值范围大于 z 12、z 2的

范围 ,由此可以得出:调多参数会增加 z的取值范围 ;

另外由 (a )、 (b)式取得的值是在取值范围内 .

在图 1确定的范围内 ,取 a = 2. 5,b = c = -

0. 5,X1 = 3,X2 = 0; a = 2. 35, b = c= - 0. 5,X1 =

2. 5,X2 = 0分别在混沌区、分岔区控制一周期 ,见图

3、 4、 5、 6,其中图 3、 5分别为从混沌区、分岔区控制到

一周期的 X控制图 ,图 4、 6分别为从混沌区、分岔区

控制到一周期的 Y 控制图 .在图 2确定的范围

内 ,取 a = 2. 5,b = c = - 0. 5,X1 = 3,X11 = 2; a =

2. 35,b = c= - 0. 5,X1 = 3,X11 = 1. 5分别在混沌区、

分岔区控制一周期 ,其控制图与调 c时完全相同 ,为

了避免重复 ,其图不再给出 ,参照图 3、 4、 5、 6即可 .

图 3　在混沌区调 c,调 a、 c的控制图
　　 Fig. 3　 Contro l map with c adjusting and a, c adjusting a t
chao s area

图 4　在混沌区调 c,调 a、 c的控制图

　　 Fig. 4　 Contro l map with c adjusting and a, c adjusting a t

chao s area

图 5　在分岔区调 a, c,调 c的控制图

　　 Fig. 5　 Contro l map with a ,c adjusting and c adjusting a t

bifurcation ar ea

3　外加噪声时的控制

　　从上面的讨论可知 ,调多参数比调一参数的控

制范围大 ,下面讨论调多参数对噪声的抵抗能力 ,这
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图 6　在分岔区调 a, c,调 c的控制图

　　 Fig . 6　 Contro l map with a, c adjusting and c adjusting at

bifurca tion ar ea

图 8　在混沌区加噪声后 , 调 c, 调 a ,c的控制图

　　 Fig . 8　 Contr ol map with c adjusting and a ,c adjusting at

chao s a rea af ter noise-added

里的讨论也是与调一参数相比较而言的 .

　　加噪声后 , ( 1)式变为

　　
xn+ 1 = ax

2
n + axn - yn + n(r )

yn+ 1 = bxn + cyn + n (r )
, ( 1′)

其中 n (r )为所加的噪声 ,可用 ( - 1, 1)之间的随机数

缩小若干倍得到 ,缩小的倍数根据需要调节 .用下面

几个量来描述所加噪声及系统的抗干扰性:噪声的平

均值 ,用〈n (r ) 〉表示 ,符号“〈〉”表示求平均 ,噪声的

均方根为 〈n (r )
2
〉 , 系统对周期点的偏差是

〈( xm - x
*
)
2
〉、 〈(ym - y

*
)
2
〉 ,为了方便 ,分别

记 〈n (r )
2
〉、 〈( xm - x

*
)
2
〉、 〈( ym - y

*
)
2
〉为

〈N〉、〈xn〉、〈yn〉.

一般地取〈n(r ) 〉= 0,分别对上面的控制图对应

的参数加上噪声 ,得到图 7、 8、 9、 10.从图形上很难看

出它们与图 3、 4、 5、 6有明显的差别 ,但其差别可从数

据上发现 .不加噪声时 ,〈xn〉 = 〈yn〉 = 0,加噪声后 ,

〈xn〉≠ 〈yn〉≠ 0;而且 ,在不同区域、调不同的参

数 ,它们也有差别 .在混沌区 ,当调 c时 ,能加的

最大噪声〈N〉 = 1. 99× 10- 2 ,〈xn〉 = 0. 24358796,

图 7　在混沌区加噪声后 , 调 c, 调 a ,c的控制图

　　 Fig. 7　 Contro l map w ith c adjusting and a, c adjusting a t

chaos ar ea after noise-added

图 9　在分岔区加噪声后 , 调 a, c的控制图

　　 Fig. 9　 Contro l map with c adjusting and a, c adjusting a t

bifurcation ar ea a fter noise-added

图 10　在分岔区加噪声后 , 调 a ,c的控制图

　　 Fig . 10　 Cont ro l map with c adjusting and a ,c adjusting

at bifurca tion ar ea after noise-added

〈yn〉 = 4. 98× 10
- 2
;而调 a、 c时 ,能加的最大噪声

〈N〉= 0. 10066,〈xn〉= 6. 45× 10
- 2
,〈yn〉 = 2. 5×

10
- 2
.在分岔区 ,当调 a时 ,能加的最大噪声〈N〉 =

1. 99× 10
- 2
,〈xn〉 = 0. 24358796,〈yn〉 = 4. 98×

10
- 2
; 而调 a、 c时 ,能加的最大噪声〈N〉 = 2. 5×

10
- 2
, 〈xn〉 = 3. 4988× 10

- 2
, 〈yn〉 = 2. 25488×

10- 2 .

　　由此得到以下的结论 ,该方法有较强的抗干扰

性 ;调多参数时抗干扰性比调一个强 ;在混沌区的抗

干扰性比分岔区强 .
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4　目标瞄准

　　目标瞄准 ,也要利用混沌的遍历性 ,待其进入与

目标的偏差在参数的可调范围时 ,通过改变参数把失

稳轨道引到另一失稳轨道 ;分岔区的瞄准实质是从稳

定轨道引向失稳轨道或轨道之外的点 .在瞄准时 ,每

次迭代都从初值出发 ,即保持初值不变 ,在参数可能

变化范围内 ,用尽可能少的迭代次数到达目标 ,其实

际是求 f (x
(m )
O , p

*
) = xt ,其中 x

( m )
O 是进入瞄准范围时

的第 m次自由迭代的初值 ,xt是目标点 .因此目标瞄

准 ,要求参数有一定的改变 ,参数可调范围越大 ,等待

次数越少 ,越容易实现瞄准 .

对于二维三参数模型 ,进行瞄准时 ( 1)式应变形

为

　　
xn+ 1 = an x

(m ) 2
o + anx

(m )
o - y

(m )
o

yn+ 1 = bx
(m )
o + cn y

(m )
o

, ( 1
*
)

相应的参数按下式改变

　　an+ 1 = an + X11 (xn+ 1 - x t ) + X12 ( yn+ 1 - yt ) ,

　　 cn+ 1 = cn + X1 (xn+ 1 - xt ) + X2 (yn+ 1 - yt ) .

　　调参数的方式与控制时不同 ,当控制到周期时

参数回到原值 ,当瞄准到目标时参数却有一定的改

变 .在 (x
(m )
o , y

(m )
o )点附近展开 ,保留到一级小量 ,有

　　
xn+ 1 - xt

yn+ 1 - yt
= B

xn - x t

yn - yt
,

其中

　B =
X11 (x

(m )
o + x

(m ) 2
o ) + 1 X12 (x

(m )
o + x

(m ) 2
o )

X1 y
(m )
o X2 y

(m )
o + 1

,

逐步趋向目标 ,即迭代收敛的条件是

　　|B - λ|= 0

　　|λ|< 1.

　　在上面两式中 ,若令X11 = X12 = 0或X1 = X2 = 0,

即只调参数 a或 c,本征方程变为

　　 (λ- 1) (λ- X2y
(m )
o + 1) = 0,

或

　　 (λ- 1) (λ- X11 (x
(m )
o + x

( m ) 2
o ) + 1) = 0.

　　上面的方程只能确保其中一个本征值小于 1,另

一本征值为 1,就是说若只调一个参数值不能引导失

稳轨道到目标点 ,因此在二维三参数模型中目标瞄准

时 ,非调多参数不可 .

为了简单 ,令X1 = X12 = 0,

则　X11 = (λ- 1) /( x
(m )
o + x

(m ) 2
o ) ,

　　X2 = (λ- 1) /y
( m )
o ,

　　在目标瞄准时 ,根据参数可调范围给出瞄准范

围 ,即只要 x
( m+ 1)
o 离目标 xt在此范围内 ,即可调参数

把它引导到目标 .设参数 a、 c的可调范围为 Wamax、

Wcmax ,则

　　Wamax > |X11 (xn+ 1 - xt ) + X12 ( yn+ 1 - yt ) )|,

　　Wcmax > |X1 (xn+ 1 - x t ) + X2 ( yn+ 1 - yt ) )|.

为了简单 ,令X1 = X12 = 0,则上面两式变为

　　Wamax > |X11 (xn+ 1 - xt|,

　　Wcmax > |X2 ( yn+ 1 - yt|.

令λ= 0,用最优控制调参数 ,有

　　X11 = - 1 / (x
(m )
o + x

( m ) 2
o ) ,

　　X2 = - 1 /y
(m )
0 ,

只需

　　 (x
(m+ 1)
o - xt ) 2+ ( y

(m+ 1)
o - yt ) 2

　　 < W2
amax ( x

( m )
o - x

(m ) 2
o ) 2 + W2cmaxy

( m ) 2
o ,

即可进行调控 ,上式确定的范围即为瞄准范围 .下面

在混沌区、分岔区进行目标瞄准 .

在混沌区 , 取 a = 2. 5, b = c= - 0. 5, λ= 0,

X11 = 1 /(x
(m )
o + x

( m ) 2
o )、 X2 = 1 /y

(m )
0 , 取 xo = - 0. 2,

yo = - 0. 2,xt = - 0. 75, yt = - 0. 21,经过 4次等待 ,

x
( 5)
0 = - 0. 72499, y

( 5)
0 = 0. 24999, 5次调控后 ,a变为

2. 5998,c变为 - 0. 69955, x变为 - 0. 74979, y变为

0. 180022,绘得图 11, 12,其中图 11、 12分别为 X、 Y

的瞄准图 .另在分岔区 ,a = 2. 35,b= c= - 0. 5,

其它数 据 与混 沌 区同 , 经 过 4 次等待 , x
( 5)
0

= - 0. 749788, y
( 5)
0 = 0. 2204, 5次调控后 ,a变为

2. 68546, c变为 - 0. 459,x变为 - 0. 749788, y变为

0. 180022,绘得图 13, 14,其中图 13、 14分别为 X、 Y

的瞄准图 .

图 11　在混沌区的目标瞄准图

Fig. 11　 Targe ts a t chao s a rea
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图 12　在混沌区的目标瞄准图

Fig. 12　 Ta rgets a t chaos ar ea

图 13　在分岔区的目标瞄准图

Fig. 13　 Ta rgets a t bifurcation ar ea

图 14　在分岔区的目标瞄准图

Fig. 14　 Ta rgets a t bifurcation ar ea

　　从上面二例知道 ,调多参数能较好地引导失稳轨

道到达目标 .

6　结束语

　　本文以二维三参数模型的一周期为例 ,把调参数

法从调一参数推广到调多参数 ,以此改变相体积变化

率和 Lyapunov指数 , 在分岔区、 混沌区实现对失稳

周期控制和引导失稳轨道到达目标 .从上面的讨论知

道 ,多参数远比一参数复杂 ,但是调多参数的优点也

是很明显的 ,它既可扩大控制范围 ,增强系统抗干扰

性 ,还能在目标瞄准时调一参数失效的情形下 , 实现

失稳轨道目标 . 因此 ,从调一参数推广到调多参数是

一项很有意义的工作 ,本文的讨论是初步的 ,还有许

多开创性的工作去做 .
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