
1995-10-09收稿 , 1996-04-01修回。

广西科学 Guangxi Sciences 1996, 3 ( 2): 1～ 4

一类一阶中立型时滞微分方程的振动性
Oscillation of Solutions on a

Neutral Delay Dif ferential Equations
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(桂林工学院　桂林市建干路 12号　 541004)
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摘要　讨论了一类中立型微分方程解的振动性 , 得到了此类方程存在非振动解或一切解振动的充分条件 .
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Abstract　 The osci llation of solutions on a neutral delay di fferentia l equations was discussed,

and the suf ficient condi tions fo r the ex istence of nono scil lato ry solutions and for the oscillation

of all solution to these equations w ere defined.
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　　考虑一阶中立型微分方程:

　　 ( x ( t ) - ∑
k

i = 1

Ci ( t ) x ( t - ri ( t ) ) )′+

Q( t )x (g ( t ) ) = 0　　 t ≥ t0 , ( 1)

其中 Q( t )、 g ( t )、Ci ( t )、 ri ( t ) ∈ C [t0 , + ∞ )、Q( t ) >

0,Ci ( t ) ≥ 0, ri ( t ) > 0,g ( t )单调递增 , g ( t ) < t .

　　关于方程 ( 1)的振动性研究 ,文献 [1]给出了当

k = 1, r ( t ) ≡ r ,g ( t ) = t - e时 ( 1)的一切解振动的

充分条件 ,文献 [2 ]给出了当 g ( t ) = t - e, 0 < r0≤

ri ( t ) ≤ r1 ( 1≤ i≤ k )时方程 ( 1)存在非振动解与一

切解振动的充分条件 .本文将在更一般的条件下 ,给

出方程 ( 1)存在非振动解与一切解振动的充分条件 ,

作为其推论推广了文献 [1]和文献 [2]的相应定理 .

本文假设方程 ( 1)的解在 [t0 , + ∞ )上存在 ,方

程 ( 1)的解称为振动 ,如果它有任意大的零点 ;称为

非振动 ,如果它最终为正或最终为负 .

定义　ei ( t ) = g
- 1 (g ( t ) - ri (g ( t ) ) )　 1≤ i≤

k , 　 t
* = sup {t|g ( t ) ≤ t0 ,ei ( t ) ≤ t0 , 1≤ i≤ k } ,

则 ei ( t ) < t.

1　几个引理

　　引理 1　 假设方程 ( 1)满足:

　　 ( i) lim
t→+ ∞

( t - ri ( t ) ) = lim
t→+ ∞

g ( t ) = + ∞ , ( 2)

　　 ( ii)∑
k

i = 1
Ci ( t ) ≤ 1,　 t ≥ t0 , ( 3)

x ( t ) 为 方 程 ( 1) 的最 终正 解 , y ( t ) = x ( t ) -

∑
k

i = 1

Ci ( t )x ( t - ri ( t ) ) ,则对充分大的 t ,有 y ( t ) > 0.

证明见文献 [2 ].

　　引理 2　假设条件 ( 2)与 ( 3)满足 ,则方程 ( 1)存

在非振动解的充要条件是:对任意正连续函数 H ( t ) ,

存在 T > t
*
及正连续函数λ( t )满足

　λ( t ) H ( t ) = ∑
k

i = 1

Ci (g ( t ) )Q ( t )
Q(ei ( t ) )

λ(ei ( t ) ) H (ei ( t ) ) ×

exp∫
t

e
i
(t )

λ(s ) H (s ) ds+ Q( t ) exp∫
t

g (t )
λ(s ) H (s )ds ,　

t ≥ T ( 4)

　　 证明　必要性　设方程 ( 1)有非振动解 x ( t ) ,

不妨设 x ( t ) > 0, t ≥ t 1 ,由引理 1,存在 t2≥ t1 ,使

　 y ( t ) = x ( t ) - ∑
k

i = 1
Ci ( t ) x ( t - ri ( t ) ) > 0,　 t≥ t 2

( 5)

由条件 ( 2)存在 T > t2 ,使对于 1≤ i ≤ k;

　　 g ( t ) > t2 ,　 ei ( t ) > t2 ,　 t ≥ T ( 6)

令:
y′( t )
y ( t ) = - λ( t ) H ( t ) . 则  t ≥ t2 ,λ( t ) ≥ 0,且

　　 y ( t ) = y ( t2 )exp∫
t

t
2

- λ(s ) H (s )ds ,
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把方程 ( 1)化为

　　 y′( t ) = - Q( t ) y (g ( t ) ) - ∑
k

i = 1
Ci (g ( t ) ) ×

y′(ei ( t ) )

Q(ei ( t ) )
Q( t ) ,

两边除以 y ( t )得

λ( t ) H ( t ) = ∑
k

i = 1

Ci ( t ) (g ( t ) )
Q ( t )λ(ei ( t ) ) H (ei ( t ) )

Q(ei ( t ) )
×

exp∫
t

e
i
( t)

λ(s ) H (s ) ds + Q ( t ) exp∫
t

g (t )
λ(s ) H (s ) ds ,

t≥ T

　　充分性　对于 H ( t ) = 1,设有正连续函数λ( t )

及 T > t
* ,满足方程 ( 4) ,令

　　 T
* = inf

t≥ T
{g ( t ) ,ei ( t ) , 1≤ i ≤ k } ,

　　 y ( t ) = exp∫
t

T*
- λ(s )ds ,x ( t ) = -

y′(g- 1 ( t ) )
Q( g- 1 ( t ) )

,

则有

　　
y′( t )
y ( t ) = - λ( t ) ,　 t ≥ T

*
( 7)

　　 x ( t ) > 0,　 t > g ( T* ) ( 8)

由λ( t )满足方程 ( 4)可得

　　 -
y′( t )
y ( t )

= Q( t )
y (g ( t ) )
y ( t )

-

∑
k

i = 1

Ci ( g ( t ) )y′(ei ( t ) )
Q (ei ( t ) ) y ( t )

Q ( t ) ,　 t≥ T

从而有

　　 - y′( t ) = Q ( t ) y ( g ( t ) ) -

∑
k

i = 1

Ci ( g ( t ) )y′(ei ( t ) )

Q(ei ( t ) )
Q ( t ) . ( 9)

由 ( 9)及 ei ( t )与 x ( t )的定义得

　　 -
y′(g- 1 ( t ) )
Q(g- 1 ( t ) )

= y ( t ) - ∑
k

i = 1
Ci ( t ) ×

y′( g- 1 ( t - ri ( t ) ) )
Q( g- 1 ( t - ri ( t ) ) )

= y ( t ) + ∑
k

i = 1

Ci ( t ) x ( t - ri ( t ) ) ,

　 t≥ T ( 10)

从而有

　　 x ( t ) = y ( t ) + ∑
k

i = 1
Ci ( t )x ( t - ri ( t ) ) ,　 t≥ T

( 11)

由方程 ( 9)、 ( 10)及 ( 11)有

　　 (x ( t ) - ∑
k

i = 1
Ci ( t )x ( t - ri ( t ) ) )′+

Q( t )x (g ( t ) ) = 0,　 t≥ T

由方程 ( 8)及上式知方程 ( 1)具有最终正解 x ( t ) .

2　本文主要结果

　　定理 1　设方程 ( 1)满足条件 ( 2)与 ( 3) ,且存在

正连续函数 H ( t )及 T > t
* ,_ 0 > 0满足

　　 sup
t≥ T

{
Q ( t )

_ 0 H ( t ) exp∫
t

g( t)
_ 0 H (s ) ds+

∑
k

i = 1

Q ( t )Ci ( g ( t ) ) H (ei ( t ) )
Q(ei ( t ) ) H ( t )

exp∫
t

e
i
( t)

_ 0 H (s ) ds} ≤ 1,

( 12)

则方程 ( 1)存在非振动解 .

　　证明　设 T
*

= inf
t≥ T

{g ( t ) ,ei ( t ) , 1≤ i≤ K } ,令

　　 v0 ( t ) =
_ 0 H ( T )　 T

* ≤ t < T

_ 0 H ( t )　 T ≤ t

当 t ≥ T时 ,令

　　 vn+ 1 ( t ) = Q( t )exp∫
t

g( t)
vn (s ) ds+

∑
k

i = 1

Q ( t )Ci ( g ( t ) )
Q(ei ( t ) ) vn (ei ( t ) ) exp∫

t

e
i
(t )
vn (s ) ds

当 T
* ≤ t < T时 ,令

　　 vn+ 1 ( t ) = vn+ 1 ( T ) ,

由条件 ( 11)得:  t≥ T
*

,有

　　… ≤ vn+ 1 ( t ) ≤ vn ( t ) ≤ … ≤ v1 ( t ) ≤ v0 ( t ) ,

由于 vn (+ )为正 ,则对 t≥ T
* , lim

n→∞
vn ( t ) = v ( t ) ,又

由 Lebesgue 定理 , t > T
*

,v ( t ) 在 [T
*

, t ] 上

Lebesgue可积 ,且满足

　 v ( t ) = Q( t ) exp∫
t

g (t)
v (s ) ds+ ∑

k

i = 1

Q( t )Cig ( t ) )
Q(ei ( t ) )

×

v (ei ( t ) ) exp∫
t

e
i
( t)
v (s ) ds ,　 t≥ T ( 13)

由于当 T
*

≤ t < T时 ,v ( t ) ≡ C ,知 v ( t )在 [T
*

, T )

上连续 ,又由∫
t

g (t)
v (s ) ds及∫

t

e
i
( t)
v (s ) ds在 [T , + ∞ )上

连续 , 令: T1 = sup{t1| t ∈ [T , t1 ) 有 g ( t ) -

ri ( g ( t ) ) < g ( T ) , 1≤ i≤ k } ,由 ri ( t )、 g ( t )的连续性

及 ri ( t ) > 0,知: T1≥ T ,从而 v (ei ( t ) ) ( 1≤ i≤ k )在

[T , T1 )上连续 ,由 ( 13)知 v ( t )在 [T* , T1 )上连续 ,

令

　　 T 2 = sup {t 1|λ( t )在 [T* , t 1 )上连续 }

反设 T2 <+ ∞ ,因为 v ( t )在 [T
*

, T 2 )上连续 ,令:

　　 T 3 = sup {t 2| t∈ [T 2 , t 2 )有 g ( t ) - ri (g ( t ) )

< g ( T2 ) , 1≤ i ≤ k } ,同理有 T3 > T2 ,又由 ( 13)知
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v ( t )在 [T 2 , T 3 )上连续 ,产生矛盾 ,从而有: T 2 = +

∞ ,即对于 H ( t )≡ 1存在正连续函数 v ( t ) ∈ C [T
*

,

+ ∞ )满足方程 ( 4) ,由引理 2方程 ( 1)存在非振动解 .

　　推论 1　设 g ( t ) = t - e(e> 0) , 0 < r0≤ ri ( t )

≤ r1 ( 1≤ i≤ k ) , 条件 ( 3)满足 , 且存在 0≤ X< 1,

T≥ t0 + f, (f= m ax (V,e) ) ,满足:

　　 ( i )∫
t

t -f
Q(s ) ds≤

1 - X
e

, t ≥ T - f. ( 14)

　　 ( ii )e
-X

[e∑
k

i = 1
Ci ( t - e) + 1 ]≤ 1,  t≥ T ( 15)

则方程 ( 1)具有非振动解 .

　　证明　在定理 1中令: H ( t ) = Q( t ) ,_ 0 = e ,因

为　∫
t

t- e
eQ(s ) ds <∫

t

t -f
eQ (s ) ds≤ 1 - X,

　　∫
t

t- r
i
(t- e)

eQ (s )ds <∫
t

t- r
i

eQ(s ) ds <

∫
t

t- f
eQ(s ) ds≤ 1 - X,

故有

　　
Q( t )

_ 0 H ( t ) exp∫
t

g (t)
_ 0 H (s ) ds+

∑
k

i = 1

Q( t )Ci (g ( t ) ) H (ei ( t ) )
Q (ei ( t ) ) H ( t )

×

exp∫
t

e
i
( t)

_ 0 H (s ) ds =
1
e

exp∫
t

t- e
eQ(s ) ds+

∑
k

i = 1
Ci ( t - e) exp∫

t

t- r
i
( t- e)

　 eQ (s )ds≤ e
- 1
e

1- X
+

∑
k

i = 1

Ci ( t - e)e1-X= e
- X(e∑

k

i = 1

Ci ( t - e) + 1) ≤ 1

从而定理 1的条件满足 ,方程 ( 1)具有非振动解 .

　　推论 2　设 g ( t ) = t - e(e> 0) , 0 < r0≤ Vi ( t )

≤ V1 , ( 1≤ i ≤ k ) ,条件 ( 3)满足 ,且存在_ > 0, T >

t0+ f使

　　 sup
t≥ T

{ 1
_
Q( t ) exp (_ 0 ) +

∑
k

i = 1

Ci ( t - e) Q( t )
Q( t - ri ( t - e) )

exp (_Vi ( t - e) ) } ≤ 1,

则方程 ( 1)具有非振动解 .

　　证明　在定理 1中令 H ( t ) = 0即可 .

定理 2　 设方程 ( 1)满足 ( 2)与 ( 3) ,同时还满

足:

　　 ( i ) lim
t→+ ∞∫

t

g (t)
Q (s ) ds > 0; ( 16)

　　 ( ii )存在正连续函数 H ( t )使

　　 lim
t→+ ∞∫

t

g( t)
H (s )ds > 0; ( 17)

　　 ( iii)存在 T > t
*
使

　 inf
t≥ T
_ > 0

{∑
k

i = 1

Ci ( g ( t ) ) Q( t ) H (ei ( t ) )
Q(ei ( t ) ) H ( t )

exp∫
t

e
i
(t )

_ H (s ) ds

+

Q ( t )
_ H ( t ) exp∫

t

g( t)
_ H (s )ds} > 1, ( 18)

则方程 ( 1)的一切解振动 .

证明　设方程 ( 1)存在非振动解 ,由引理 1存在

T 1 > T及正连续函数λ( t )使

　　λ( t ) = ∑
k

i = 1

Ci ( g ( t ) ) Q( t )λ(ei ( t ) ) H (ei ( t ) )
Q(ei ( t ) ) H ( t )

×

exp∫
t

e
i
(t )

λ(s ) H (s ) ds+
Q( t )
H ( t )

exp∫
t

g (t )
λ(s ) H (s ) ds ,

t ≥ T 1 . ( 19)

从而有

　　λ( t ) H ( t ) = Q ( t ) exp∫
t

g (t )
λ(s ) H (s ) ds . ( 20)

由式 ( 16)可知

　　 lim
t→+ ∞ ∫

t

g (t )
λ(s ) H (s ) ds <+ ∞ . ( 21)

由式 ( 17)得

　　 0 < λ0 lim
t→+ ∞

λ( t ) <+ ∞ . ( 22)

由式 ( 18)存在T∈ ( 0, 1)使

　　Tinf
t≥ T

_ > 0

{∑
k

i = 1

Ci (g ( t ) )Q ( t )λ(ei ( t ) ) H (ei ( t ) )
Q (ei ( t ) ) H ( t )

×

exp∫
t

e
i
(t )

_ H (s ) ds+ Q( t )
_ H ( t )

exp∫
t

g( t)
_ H (s ) ds} > 1 .

( 23)

对上述T,存在 t3 > T1使

　　λ( t ) > Tλ0 ,　 t≥ t3 ( 24)

把式 ( 24)代入式 ( 19)得

　　 inf
t≥ t

3

{∑
k

i = 1

Ci ( g ( t ) )Q( t )Tλ0 H (ei ( t ) )
Q(ei ( t ) ) H ( t )

×

exp∫
t

e
i
(t )

Tλ0 H (s ) ds+
Q ( t )
H ( t )

exp∫
t

g ( t)
Tλ0 H (s ) ds} ≤ λ0 .

从而有

　　Tinf
t≥ t

3

{∑
k

i = 1

Ci ( g ( t ) ) Q( t ) H (ei ( t ) )
Q(ei ( t ) ) H ( t )

×

exp∫
t

e
i
(t)

Tλ0 H (s ) ds+ Tλ0
Q( t )
H ( t )

exp∫
t

g( t)
Tλ0 H (s ) ds}≤ 1

与式 ( 23)矛盾 ,从而方程 ( 1)的一切解振动 .

定理 3　设方程 ( 1)满足 ( 2)、 ( 3)、 ( 17)、 ( 18) ,此

外还设存在 M ,对 ( 17) , ( 18)中的 H ( t )有

　　∫
t

g (t)
H (s ) ds+ ∑

k

i = 1
∫

t

e
i
(t )
H (s ) ds≤ M ,　 t ≥ T ,

( 25)
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则方程 ( 1)的一切解振动 .

证明　令k( t ) =
Q( t )
H ( t )

,则存在T> 0,使

　　k( t ) > a ,　 t ≥ T ( 26)

反设有 tn > T ,使k( tn ) = inf
t≤ t

n

k( t ) ,且 lim
n→∞

k( tn ) = 0,

由k( t )为正连续函数 ,知 lim
n→∞

tn = + ∞ ,

　　∑
k

i = 1

Ci ( g ( tn ) )Q( tn ) H (ei ( tn ) )
Q(ei ( tn ) ) H ( tn )

exp∫
t
n

e
i
( t
n

)
_ H (s ) ds

≤ ∑
k

i = 1
Ci (g ( tn ) ) exp∫

t
n

e
i
(t
n
)
_ H (s ) ds≤ exp(_ M ) .

( 27)

 X> 0,存在 _X,使 e
_ M < 1+

X
2

,由

　　 lim
n→ + ∞

Q( tn )
_XH ( tn )

exp∫
t
n

g (t
n
)
_XH (s ) ds = 0,

故有 tn使

　　
Q ( tn )

_XH ( tn )
exp∫

t
n

g ( t
n

)
_XH (s ) ds < X

2
. ( 28)

从而由 ( 27)、 ( 28) ,得

　　 inf
t≥ T
_ > 0

{∑
k

i = 1

Ci ( g ( t ) )Q( t ) H (ei ( t ) )
Q(ei ( t ) )

exp∫
t

e
i
(t )

_ H (s ) ds

+
1

_
Q( t )
H ( t )

exp∫
t

g (t )
_ H (s ) ds} ≤ 1+ X.

令X→ 0,与条件 ( 18)矛盾 ,从而有T> 0,使

　　k( t ) =
Q( t )
H ( t )

> a ,　 t ≥ T

从而有 lim
t→+ ∞∫

t

g (t )
Q (s )ds > lim

t→+ ∞∫
t

g( t)
a H (s ) ds > 0说明

定理 2的条件满足 ,方程 ( 1)的一切解振动 .

　　推论 3　设 g ( t ) = t - e(e> 0) , 0 < V0≤ Vi ( t )

≤ V1 ( 1≤ i≤ k ) ,且满足条件 ( 3)及存在

　　 T > t0 + f(f= max (V1 ,e) ) ,

使

　　 inf
t≥ T
_ > 0

{∑
k

i = 1

Ci ( t - e) Q( t )
Q( t - Vi ( t - e) )

exp(_Vi ( t - e) ) +

1
_ Q ( t ) exp(_e) } > 1 ,

则方程 ( 1)的一切解振动 .

　　证明略 .

3　例题分析

例 1　对于如下中立方程

　　 ( x ( t ) -
1
2

sin t  x ( t - t ) )′+
1
t
x ( t- 2) = 0,

　 t≥ 2 ( 29)

存在非振动解 .

　　 证明 　 取 Q ( t ) = 1
t

,g ( t ) = t - 2, r ( t ) =

t ,C ( t ) =
1
2

sin t ,k = 1.显然定理 1的条件 ( 2)与

( 3) 满 足 . 由 于 lim
t→+ ∞

[
1
3

(
t

t - 2
)

3
+

1
2 (

t

t - t - 2
)

3
] =

5
6 < 1, 故可取 T > t

*
=

sup{t|t < 4, t - t - 2 < 2} , 使:  t ≥ T ,

1
3 (

t
t - 2)

3
+

1
2 (

t

t - t - 2
)

3
< 1, 令 H ( t ) =

Q( t ) ,_ 0 = 3,则 ( 12)满足 ,由定理 1,式 ( 29)存在非

振动解 .但由于 r ( t ) = t 不满足文献 [1 ]与文献

[2]的条件 ,故由文献 [1]与文献 [2]无法得到式 ( 29)

的非振动解的存在性 .

例 2　考虑如下方程

　　 ( x ( t ) - dx ( t - t ) )′+ x ( t - e)

　　 = 0,　 t≥ e ( 30)

其中d、e为正常数 ,且d < 1,d+ ee> 1,则方程 ( 30)

的一切解振动 .

证明　在定理 2中 ,取 Q ( t ) = 1,V( t ) = t ,

g ( t ) = t - e,C ( t ) = d,令 H ( t ) = Q ( t ) = 1,由于d

exp(_ t - e) +
1

_
e
_e> d+ ee> 1,从而定理 2的

条件满足 ,故式 ( 30)的一切解振动 .

同理由文献 [1]与文献 [2 ]无法得到这一结论 .
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