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摘要　设 D是一个边界Γ∈ C2
T( 0 < T≤ 1)的有界单连通域 ,复函数 q(z )∈ C1

T(D- ) ,|q(z )|的法向导数在 z∈

Γ时不等于零而对 z∈ D-成立|q(z )|≤ 1,且等号至多对 z∈ Γ成立 .对于复伸张 q( z )满足上述条件的 Beltra mi

方程的分类及同胚解的边界对应进行了讨论 .

关键词　退化　拟共形映射　分类　边界对应

Abstract　 Suppose that D i s a simply connected regio n who se bo undaryΓ∈ C
2
T( 0 <T≤ 1) , the

co mplex functio n q(z ) ∈ C
1
T( D- ) , normal deriv ativ e of|q(z )|does no t equal to zero fo r z∈ Γ

, a nd|q(z )|≤ 1 fo r z∈ D
- w here equality may hold only at z∈ Γ. Type and bo unda ry co rre-

spondence of the ho meomo rphic solution of the Bel trami equation are discussed under abov e

co ndi tions of complex dilata tio n q(z ) .
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　　设 D是一个有界单连通域 ,根据文献 [1, 2]已知

当 q(z )满足条件

　　 ess sup
z∈ D

|q(z )|< 1 ( 1)

时 , Bel trami方程

　　wz- - q (z )wz = 0 ( 2)

有广义导数满足方程 ( 2)的同胚解 w = h(z ) . 条件

( 1)可称为一致椭圆形条件 (因为方程 ( 2)是一个椭

圆形复方程 ) .在条件 ( 1)下方程 ( 2)的同胚解可以连

续延拓到闭域 D-上 ,如果 D的边界与h(D )的边界都

是 Jordan闭曲线则解 w = h(z )还可延拓为闭域 D
-上

的同胚 .

如果 q(z )只在区域 D上满足|q (z )|< 1但一致

椭圆形条件 ( 2)不成立 ,则 Belt rami方程 ( 2)的同胚

解称为退化的拟共形映射 ,它的存在性已在很一般的

条件下获得解决 .例如如果对于 D中任何紧子集 E

都成立

　　 ess sup
z∈ E

|q(z )|≤ qE < 1 ( 3)

(当 E→ D可以有 qE→ 1) ,则 Bel t rami方程 ( 2)的同

胚解存在 ,条件 ( 3)被称为局部一致椭圆形条件 .李

忠
[ 3, 4 ]
将退化的拟共形映射区分为两类:第一类有解

将 D同胚的映射为单位圆盘△而第二类只有将 D同

胚映射成复平面的解 . 他证明如果有一个点Y∈ Г使

得成立

　　∫∫D∩ {|z -Y|< r }
( 1 - |q(z )|) - 1dez <+ ∞ ,

则相应的 Belt rami方程是属于第一类的 .如果域 D是

单位圆盘△ ,他又证明 ,若存在常数 C对任意的 r∈

[0, 1) 与θ∈ [0, 2c]都成立

　　 ( 1 - |q(re
iθ

)|)
- 1
≤ C log

1
1 - r

,

则方程 ( 2)的同胚解还能延拓为△到自身的同胚解 .

　　在本文中复伸张被要求满足更强的条件 ,同时

对退化的拟共形映射的边界的分类与对应也得出了

比较好的结果 .下面我们引入记号
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　　Rd = {k= s+ i t: - d< s < 0, - d< t <d} ,

　　ld = {k= it: - d≤ t≤d} .

然后证明

　　引理 1　 设复函数 Q(k)满足下列条件

　　 1) Q(k) ∈ C
1
T(R-d) ;

　　 2) k∈ R
- \ ld时|Q (k)|< 1,而k∈ ld时|Q (k)|

= 1;

　　 3)
 
 s|Q (k)| k= 0≠ 0;

　　 4) Q(k)± 1 = 0在 ld上至多有有限个有限阶

(可以不是整数阶的 )零点 .

如果k= g (k)是 Bel t rami方程

　　wk- - Q (k)wk= 0 ( 4)

在域 Rd(对于充分小的d> 0)中的解 ,则有在 Rd无穷

次可微的函数Y= j(k)在域 Rd中满足 Belt rami方程

　　Yk- - Q1 (k)Yk = 0, ( 5)

且为 Rd到 Gd= j(Rd)的同胚 ,并且复合函数 w (Y) =

g (j- 1 (Y) )能在域 Gd中满足 Belt rami方程

　　wY- - Q2 (Y)wY= 0, ( 6)

但这里 Q2 (Y)∈ CT( G-d)并且已在 Gd中满足一致椭圆

形条件 ( 1) .

　　证明　如果d充分小 ,则成立

　　Q(k) = e
2As+ 2iθ(s , t)+ X(s , t)　 (k= s+ i t ) ,

这里

　　 1) 2A =
 
 s

( log|Q(k)| k= 0 > 0;

　　 2) θ( 0, t ) = T( t ) =
1
2

arg Q( t i ) ;

　　 3) X(s , t )是一个实函数而 lim
X→ 0-

X(s , t )
s

= 0对任意

t∈ ( - d,d)成立 .定义

　 H (k) = u (s , t ) + iv (s , t ) =
1
c∫l

d

T( - if)
f- k dk,

( 7)

因为T′( t )是 Ho der连续的因此 H (k)与 H′(k)均在

Rd\ { - di ,di }连续 , v ( 0, t ) = Im H ( ti ) = T( t ) ,定义

　　Y= j(k) =∫V
e
Ak- H(k) dk+∫V

e
- Ak- H (k) dk, ( 8)

这里V是一条在 R
-
d中的终点在k的简单弧 ,容易直接

从 ( 8)式证明Y= j(k)是无穷次可微的 ,并在域 Rd上

满足方程 ( 5) ,这里

　　 Q1 (k) = e
2As+ 2iv (s , t)

.

　　现在我们证明如果d充分的小则函数Y= j(k)

是一个从 Rd到 Gd= j( Rd)的同胚映射 .记

　　k1 = s1 + i t1 ,　　k2 = s2 + i t2∈ Rd,

　　Y2 = j(k2 ) , Y1 = j(k1 ) ,

因为积分 ( 8)与路径无关 ,我们可以将积分 ( 8)取为

连结k1与k2的直线段 .当V为:k= s+ t0 ( t0为固定

实数 )时:

　　Y2 - Y1 = 2e- iAt
0∫

s
2

s
1

e
- u (s , t

0
) (ch As cos v (s , t0 ) -

i sh As sin v (s , t0 ) ) ds ,

因为 v (s , t )≈T( 0)因此当d充分小时 ch As co s v (s ,

t 0 )与 sh As sin v (s , t0 )中至少有一个保持固定的符

号 ,因而此时当 s2≠ s1时对所有固定的 t0都有Y2≠

Y1 ,即对于充分小的 d映射 ( 8)在水平线上是一对一

的 .

当 s = s0为常数时 ,

　　Y2 - Y1 = - 2i∫
t
2

t
1

e
- u( s

0
, t) - iAt ( shAs0 cos v (s0 , t ) -

ichAs0 sin v (s0 , t ) ) dt ,

同样由于d充分小时 v (s , t )≈T( 0) ,如果T( 0)≠ kc

则映射 ( 8)在d充分小时对于所有固定的 s0在此竖直

线段上Y与 t是一对一的 ,若T( 0) = kc,则将积分 ( 8)

的起点 t = bi取在 ld上 ,可以得出

j( t i ) = 2∫
t

b
e

- 2iAf- u ( 0,f)
sinT(f) df　 ( - d≤f≤d) ,

由于 sinT(f) co s 2Af与 sinT(f) sin 2Af中至少有一

项是保持确定的符号的 ,因而映射 ( 8)在边界 ld上也

是一对一的 ,因而由广义幅角原理当d充分小时可以

知道映射 ( 8)将在 R
-
d的各条边界上是一对一的 ,因而

当d充分小时映射 ( 8)是在 Rd上为同胚的映射 .又因

为

　　|Q2 (Y)|=
wY-

wY
=

Q (k) - Q1 (k)

1 - Q1 (k)Q(k)
=

|Q(k)| 1 - e
2i(v (s , t )- θ( s, t) ) - X( s, t)

1 - e
4As+ X(s , t)+ 2i (θ( s, t) - v (s , t ) ) ,

如果d充分小 ,则

　　|Q2 (Y)|≈

|Q(k)|
X(s , t ) - 2i (v (s , t ) - θ(s , t ) )

4As+ X(s , t ) + 2i (θ(s , t ) - v (s , t ) )
,

因为
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v (s , t ) - θ(s , t )

s
=

v (s , t ) - T( t )
s

-
θ(s , t ) - T( t )

s

在闭域 R
-
d上是有界的 ,而 lim

X→ 0-

X(s , t )
s

= 0,因此存在 q0

> 0使得成立

　　|Q2 (Y)|≤ q0 < 1　　 (Y∈ Gd) .

因此d充分小时 Q2 (Y)在 Rd上满足一致椭圆形条件

的 .下面我们再证明 Q2 (Y)∈ CT( G-d) .

由

　　Q2 (Y(k) ) =
Yk( Q(k) - Q1 (k) )

Y-k ( 1 - Q1 (k) Q(k) )

容易证明如果 Q (k) ∈ C
1
T( R-d) 则 Q2 (Y(k) ) ∈

CT(R-d) ,因此我们只需要证明k= j- 1 (Y)∈ CT(G-d) .

便可以得出 Q2 (Y)∈ CT( G-d) .由于对任意Y0∈ Gd有

一个Y0的邻域使得函数k= j
- 1

(Y)在这个邻域中满

足一致椭圆形条件的 ,故只需考虑Y∈ Y( ld)的情形

予以证明就可以了 .现在设Y0 = j( 0)而Y1 = j(k1 ) ,

路径V是一条起点在k0 = 0而终点在k1的直线段 .记

e= {k= feiθ: 0 < f< |k1|, c- θ0 <θ< c- θ0}

∩ Rd( 0 < θ0 <
c
2 ) ,对任意k= s+ it∈ e成立 - s

≥ cosθ0|k|与|t|≥ sinθ0|k|.如果T( 0)≠ kc而d

又充分小 ,V e,则存在 M1 > 0使得成立

|Y1 - Y0|≥ M1∫V
(e- As + e

As )|dk|≥ M1|k1 - 0|,

对于V Rd - e则存在 M2 > 0使得

　　|Y1 - Y0|≥ M2∫d
(e- As - e

As )|dk|≥

- 2AM2∫V
s|dk|≥ AM2co sθ0|k1 - 0|2 ,

所以Y= j(k)∈ CT( R-d) ,如果 t = 0是T( 0) - kc=

0的λ阶零点 (λ> 0) ,则对于V e仍成立|Y1 - Y0|

≥ M1|k1 - 0|,而对于V Rd - e情形则有

　　|Y1 - Y0|≥ M3∫d
|1 - e

2As+ 2iv (s , t)||dk|≥

M4∫V
|v (s, t )||dk|≥ M5∫V

|T( t )||dk|≥

M6∫V
|t|

λ
|dk|≥ M6sin

λ
θ0|k1 - 0|

λ+ 1
.

因此也成立Y= j(k)∈ CT(R-d) ,由此便证明了 Q2 (Y)

∈ CT(R-d) .

　　注　如果在 ld上有 Q( ti )≡ 1即T( t i )≡ kc,则

映射 ( 8)成为

　　Y= j(k) = 1
A

(e
Ak

- e
- Ak

) .

容易证明此时映射Y= j(k)仍是从 Rd到 Gd的同胚

映射 ,但此时Y= j(k)映射 ld为一个点 .

　　定理 2　设 q(z )满足下列条件:

　　 1) q(z ) ∈ C
1
T (△ ) ;

　　 2) 当 z∈ △时成立|q(z )|≤ 1等号至多只在

z ∈  △时成立 ;

　　 3) 当 |q(z 0 )| z
0
∈  △ = 1时有

 |q(z )|
 |z| ≠ 0;

则

　　 1) Bel trami方程 ( 2)属于第一类的当且仅当存

在一个点 z 0∈  △使得成立 q(z 0 )≠ z
2
0 ;

　　 2)如果 q(z ) z∈  △ - z
2 = 0只在有限个点上成

立并且这每一个零点都是有限阶的零点 ,则 Belt rami

方程的每一个同胚解 w = h(z )能连续同胚延拓到闭

单位圆盘 △上并且h(z ) ∈ C
1
T(△ ) ,而反函数 z =

h
- 1

(w ) ∈ CT(G- ) ( G= w (△ ) ) .如果在 △的子弧 e

上恒有|q(z )| z∈ e= z
2 ,则 h(z )映射e为一个点 .

　　证明　 如果 z 0是单位圆周上子弧e上的一

个点使得|q(z )| z∈ e≡ 1,则存在一个d> 0使得映

射k= log z - log z 0映射域 Dd = {z: e- d < |z|<

1, - d< arg z - arg z 0 < p }为引理 1的域 Rd.令

　　 Q(k) = q(z 0e
k )

z 0e
k

z 0e
k

则容易证明定理 2的条件是与引理 1的条件是等价

的 .使用与前面相同的记号 ,则 Bel trami方程 ( 2)的

任意一个解k= h(z )能够表示为下面的复合

　　k= h(z ) = k(j( log z - lo g z 0 ) ) ,

因为函数 k= lo g z - log z 0是在点 z 0处连续的而Y

= j(k)是在点k= 0是连续的 ,函数k= k(Y)满足

方程 ( 6)其中 Q2 (Y)是满足一致椭圆形条件的 ,因此

函数k= k(Y)是在点Y0 = j( 0)连续的 ,因而函数k

= h(z )是在点 z = z 0连续的 ,故对于这种情形函数k

= h(z )在点 z = z 0是连续的 .

　　当 z 0∈  △而|q(z 0 )|< 1时存在 z 0的一个邻

域e使得对于任意点 z∈ e∩ △成立|q(z )|≤ q0 <

1(因为已假设 q(z )是在△上是连续的 ) ,故在此邻域

上 q (z )满足一致椭圆形条件 ,对于这种情形定理 2

是容易证明的 .如果 e1 与 e2 是两条单位圆周上

具有公共端点 z 0的子弧 ,并且|q(z )| z∈ e
2
≡ 1而

|q(z )| z∈ e
1

\ {z
0

} < 1.我们将用下面的方法来证明:

在 z 0处作 △的一条切线 l ,由于我们可以用任意的
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方法将 q(z )连续延拓到 l 0 ,因而此时的定理 2可以归

结为引理 1的在 l上成立|q(z )|≡ 1的情形 (对于部

分边界为圆弧部分边界为直线可以通过共形映射象

上面那样解决 ) .对于 z∈ e1∪ e2 \ {z 0 }时|q(z )|< 1

而 |q(z 0 )|= 1的情形可以使用相同的方法延拓

q(z ) .我们只需对于边界上恒有 |q(z )|≡ 1的情形

予以讨论 ,下面我们只考虑在边界 △ 上恒成立

|q(z )|≡ 1的情形 .

　　如果 z 0∈  △而 q (z 0 )≠ z
2
0 ,则存在中心在 z 0的

子弧e使得对于 z∈ e都有 q(z )≠ z
2 .使用与上面相

同的记号则 Q (k)不是正数 ,故 ld( ld是中心在 z 0的

 △的子弧e在映射 k= lo g z - lo g z 0下的象 )与

j( ld)之间的对应是一对一的 .因为 w = w (Y)满足方

程 ( 6) (其中的 Q2 (Y)满足一致椭圆形条件 ) ,故任意

同胚解 w = w (Y)能够同胚地延拓到e上 ,故j(e)不

是一个点 ,因而由 Riema nn映射定理h(△ )能被共形

地映射为单位圆盘 △ ,所以这个 Belt rami方程是属

于第一类的 .

　　 相反如果成立 q(z ) z∈  △ ≡ z
2 ,则已知对于任

意 z 0∈  △都有一个中心在 z 0的开弧e(z 0 ) ,使得 w

= h(z )映射e(z 0 )为一个点 . 弧集 {e(z ): z∈  △ }组

成了 △的开覆盖 ,故能选出有限个点 z 1 , z 2 ,… , zn使

得弧集 ∪
n
i= 1e(z i )覆盖了  △ .因为所有这些弧都两

两相交 ,故象集h( △ )只能是一个点 .而函数

　　w (z ) = 1
h(z ) - h( △ )

为满足方程 ( 1)的将单位圆盘 △映射为全平面的同

胚解 .

　　如果 q(z ) z∈  △ - z
2
= 0只在有限个点成立并

且每一个零点都是有限阶的零点 ,使用同上面一样的

符号 ,我们可以证明对于每一个 z 0∈  △ 都有一个

 △子弧e(z 0 )使得映射 w = h(z )在这一子弧e(z 0 )

上是一对一的 .使用有限覆盖定理可以证明映射 w

= h(z )在边界 △是一对一的 .注意引理 1中的j(k)

是属于 C
∞ ( R-d)的而方程 ( 6)中的复伸张 Q2 (Y)是属

于 CT(G-d)的并且满足一致椭圆形条件 ,故可以得出

w (Y)∈ C
1
T(△ )而 w (z )∈ C

1
T(△ ) .由于 w (Y)满足方

程 ( 6)而那里的 Q2 (Y)满足一致椭圆形条件 ,因此可

得 w (Y)的逆函数Y= Y(w )是属于 CT(△ )的 ,由于引

理 1我们得到 k= j- 1 (Y) ∈ CT(G- ) ,故所以有 z =

z (w ) = z 0e
j- 1

(w ) ∈ CT( G- ) .

　　注记　定理 2的条件是与文献 [3, 4 ]中的条件

是不相同的 .事实上在满足定理 2的条件的复伸张

q(z )对于 z ∈ V ( △ 的子弧 )成立 |q (z )|= 1及

 |q(z )|
 |z| ≠ 0,则对于任意 z 0∈ V当 z = re

iθ
→ z 0时成

立

　　 1 - |q (reiθ)|= 1 - r + O ( 1 - r ) ,

所以

　∫△∫( 1 - |q(z )|) - λde
<+ ∞ ,　当λ< 1

= + ∞ ,　当λ≥ 1
( 9)

因而这里的 q(z )不能满足文献 [3]的条件 .

　　上面的结论容易推广到一般的单连通域:

　　定理 3　设 D是一个边界Γ∈ C
1
T( 0 <T≤ 1)的

有界单连通域 ,并设边界的参数式为 z = z ( t ) (a≤ t

≤ b) .如果 q(z )满足下面的条件:

　　 1) q (z )∈ C
1
T(D- ) ;

　　 2)对于 z∈ D
- 成立|q(z )|≤ 1,且等式至多在 z

∈ Γ能够成立 ;

　　 3)如果 z 0∈ Γ时有|q (z 0 )|= 1,则|q(z )|在点

z = z 0处的法向导数不为零 ;

　　 4) q (z ( t ) )
z′( t )
z′( t )

+ 1 = 0只能在有限个点上成

立 ,且每一个零点都是有限阶的零点 ;

　　则有下面结论:

　　 1) Bel trami方程 ( 2)的每一个解 w = w (z )∈

C
1
T(D- ) ;

　　 2) Bel trami方程 ( 2)有同胚解 w = h(z )同胚映

射 D为△ ,则解 w = h(z )∈ C
1
T( D- )并且能够延拓为

D
- 到△的同胚 .其逆函数 z = h- 1 ( w )∈ CT(△ ) .

　　使用共形映射及定理 2容易证明定理 3.

　　 注记 　 ( 1)利用共形映射与公式 ( 9)容易证明

如果λ< 1则有

　　∫D∫( 1 - |q(z )|) -λdez <+ ∞ ;

　　 ( 2) 如果在边界  △ 的一条子弧 e上成立

q(z ) z∈ e= z
2 ,则解k= k(z )映射e为一个点 ,如果

在整条边界上成立 q(z )≡ z
2 ,则同胚解k= k(z )映

射△为全平面 .

　　例 　下面的例子都是在单位圆盘上讨论的:

　　 1.函数 w (z ) =
2z

1+ |z|2是一个△ 到△的同

胚 ,并且满足方程:

　　 wz
- + z

2
wz = 0.

　　 2.如果 0 < a < 1,则函数

　　 w (z ) =
1

1 - a
2

a
lo g

z - a
z ( 1 - az-)

+
1 - |z|2

z

　 ,

　　 (下转第 14页 Continue on pag e 14) 　　
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的h,使h F = F h,但 R上的恒等映射 idR ∈ HFF

也使 idR  F = F idR ,所以 H
-  H = idR ,同理可证

H H
- = idR ,从而 H是 R上的同胚 ,且 H ( x+ 1) =

H (x ) + 1,令 h (e2cix ) = e
2ci H ( x) (x ∈ R ) ,则 h ∈

G
0 ( S1 ) ,且是一个同胚 .由 H F = G H得п H 

F = п G H ,从而 h f = g h ,这说明 f与 g拓扑

共轭 .

主要定理的证明　必要性　若 f有 n阶迭代根

g ,则 f = g
n .令 d = deg ( g ) ,由 deg ( f ) = deg ( gn ) =

(deg( g ) )n可得 k = d
n .

充分性　如果存在整数 d ,使 k = d
n
,令 g (e

2cix
)

= e
2cid x

(x∈ R ) ,那么 g
n
(e

2cix
) = e

2cidn x
= e

2cikx
,它是以

k为映射度的扩张自映射 ,由引理知存在同胚 h∈

G
0 ( S1 ) ,使 h f = g

n  h ,令 p = h
- 1 g h ,则 f =

p
n ,从而 f有 n阶迭代根 .
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是一个从△到整个复平面 E的同胚并且满足方程:

　　 wz
- - z

2 z - a
1 - az

2

wz = 0.

　　 3.函数 w (z ) =
z

1+ 1 - T|z|2
同胚映射△为

△并且满足方程

　　wz
- -

z
2

( 1+ 1 - |z|
2
)

2
wz = 0,

注意 q(z ) = z
2

( 1+ 1 - |z|2 ) 2
在 △上满足 q(z )

= z
2 ,但是定理 2在此不能成立 ,原因在于 q (z )只在

边界 △不可导 .

　　 4.函数是一个从△到△的同胚并且满足方程:

　　wz- - z ( 1+ z )
1+ z-

wz = 0,

但是 w (z )不能连续延拓到闭单位圆盘△上 ,故定理

2在此不能成立 .注意复伸张 q(z )只在一个点 z = -

1上不满足定理 2的条件 .这个例子表明 ,如果当 r→

1时如果 1- |q(reiθ)|→ 0太快 , 则 Belt rami方程的

同胚解要有到闭单位圆盘上的连续 (或者同胚 )延拓 ,

必须要有更强的条件才行 .
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