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圆周上扩张自映射的迭代根
Iterative Solutions of Expanding Self-maps of Circle
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摘要　得到圆周上所有扩张自映射具有 n阶迭代根的充要条件。
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Abstract　 Necessary and sufficient condi tion of all expanding self-maps of ci rcle having n -order

i terativ e solutions w as determined.
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　　设 X 是个拓扑空间 , G0 (X )表示 X上所有连续

自映射之集 ,任取 f ∈ G
0 ( X ) ,若存在 g∈ G

0 (X )及

自然数 n≥ 2,使 f = g
n

,则称 g是 f的一个 n阶迭代

根 (其中 g
n表示 g的 n次复合 ) .

关于迭代根的研究历来以久 [1～ 3 ] ,在文献 [4]中 ,

麦结华得到了圆周自同胚具有 n阶迭代根的条件 ,本

文将讨论圆周 S
1
上的所有扩张自映射的迭代根 .

设映射C: R→ S
1为C( x ) = e

2cix , f ∈ G
0 ( S1 ) ,

F∈ G
0 ( R ) ,如果满足

　　C F = f  C,

则称 F是 f 的一个提升 .

如果 F是 f的一个提升 ,则存在一个整数 k ,使对

任 x∈ R ,都有 F ( x+ 1) = F (x ) + k ,我们称 k为 f

的映射度 ,记为 deg ( f ) = k ,关于提升及映射度的有

关性质 ,可参见文献 [5 ].

定义　设 f ∈ G
0
( S

1
) , F是 f的一个提升 ,若存

在常数λ> 1,使对任 x 1、 x 2∈ R ,都有 |F ( x 1 ) -

F (x 2 )|≥λ|x 2 - x1|,则称 f ( x )是个扩张自映射 ,称

λ是 f ( x )的一个扩张常数 .

显然 ,若 f ∈ G
0 ( S1 )是个扩张自映射 ,F是它的

一个提升 ,那么 F∈ G
0
( R )是个同胚 .本文的主要结

论是

定理　若 f ∈ G
0 ( S1 )是个扩张自映射 , deg ( f )

= k ,则 f有 n阶迭代根的充要条件是: 存在整数 d使

k = d
n .

1　主要定理的证明

引理 　设 f、 g∈ G
0 ( S1 )是两个扩张自映射且

deg ( f ) = deg (g ) ,则 f与 g拓扑共轭 .

证明　设 F、G分别是 f、 g的提升 ,又设 deg ( f )

= deg (g ) = m ,则

　　 F (x + 1) - F ( x ) = G(x + 1) - G(x ) = m ,

因 G(x )是个同胚 ,故 G
- 1 (x + m ) - G

- 1 ( x ) = 1.

　　令 HFG G
0
(R )是由满足 H ( x+ 1) = H (x )+

1的 R上的连续自映射组成的集合 ,在 HFG上定义度

量d为 ,对任 H1、 H2∈ HFG

　　d( H1 , H2 ) = max
x∈ R
|H1 (x ) - H2 ( x )|,

则 HFG是个完备的度量空间 ,现在 HFG上定义一个映

射 T为 ,对任 H∈ HFG ,

　　 T ( H ) = G
- 1 H F ,

令 G的扩张常数为λ(> 1) ,则对任 H1、 H2∈ HFG ,

　　d( T ( H1 ) , T ( H2 ) )≤
1
λ
d( H1 , H2 ) ,

由压缩映射定理知存在唯一的 H∈ HFG使 T ( H ) =

H ,即 G H = H F .

　　 仿照上面的做法 ,同样可证在 HGF内存在唯一

的 H- ,使 F H- = H-  G, 从而 H-  H F = H-  G

 H= F H
-  H ,另外 ,可以证明在 HFF内存在唯一
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的h,使h F = F h,但 R上的恒等映射 idR ∈ HFF

也使 idR  F = F idR ,所以 H
-  H = idR ,同理可证

H H
- = idR ,从而 H是 R上的同胚 ,且 H ( x+ 1) =

H (x ) + 1,令 h (e2cix ) = e
2ci H ( x) (x ∈ R ) ,则 h ∈

G
0 ( S1 ) ,且是一个同胚 .由 H F = G H得п H 

F = п G H ,从而 h f = g h ,这说明 f与 g拓扑

共轭 .

主要定理的证明　必要性　若 f有 n阶迭代根

g ,则 f = g
n .令 d = deg ( g ) ,由 deg ( f ) = deg ( gn ) =

(deg( g ) )n可得 k = d
n .

充分性　如果存在整数 d ,使 k = d
n
,令 g (e

2cix
)

= e
2cid x

(x∈ R ) ,那么 g
n
(e

2cix
) = e

2cidn x
= e

2cikx
,它是以

k为映射度的扩张自映射 ,由引理知存在同胚 h∈

G
0 ( S1 ) ,使 h f = g

n  h ,令 p = h
- 1 g h ,则 f =

p
n ,从而 f有 n阶迭代根 .
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是一个从△到整个复平面 E的同胚并且满足方程:

　　 wz
- - z

2 z - a
1 - az

2

wz = 0.

　　 3.函数 w (z ) =
z

1+ 1 - T|z|2
同胚映射△为

△并且满足方程

　　wz
- -

z
2

( 1+ 1 - |z|
2
)

2
wz = 0,

注意 q(z ) = z
2

( 1+ 1 - |z|2 ) 2
在 △上满足 q(z )

= z
2 ,但是定理 2在此不能成立 ,原因在于 q (z )只在

边界 △不可导 .

　　 4.函数是一个从△到△的同胚并且满足方程:

　　wz- - z ( 1+ z )
1+ z-

wz = 0,

但是 w (z )不能连续延拓到闭单位圆盘△上 ,故定理

2在此不能成立 .注意复伸张 q(z )只在一个点 z = -

1上不满足定理 2的条件 .这个例子表明 ,如果当 r→

1时如果 1- |q(reiθ)|→ 0太快 , 则 Belt rami方程的

同胚解要有到闭单位圆盘上的连续 (或者同胚 )延拓 ,

必须要有更强的条件才行 .
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