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摘要 利用5敬插值祥条函数，将二阶Hermke粱单元加以改进，使其具有明确含义的结点参数广义化，从而 

’ 使高阶单元能够应用于曲率不连续的变截面粱、板、壳等结构中．算例表明这种高阶广义参数单元不仅保持了 

5次Hermite单元厦5次样条函数的优点，并且克服了其不能直接应用于曲率不连续的变截面结构中的缺点． 
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B-sAbstract The quintic B sp linefunctionswe，re us&

辑
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a d 。 。 hermite b eam elementin 。 h t0 mo“ 

tO a new kind of generalized quintic element．This new kind Of high—order element has generalized 

nodal coefficients．and can be USed to compute the beams whose eurvity are uneontinuous．Exam 

ples in this paper shOW that the high—rorder generalized element keeps both the merits of quintie her—— 

mite elements and spline functins． 
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有限单元法具有适应性强而获得广泛应用．其中 

的高阶协调元(如=阶Hermite单元)尽管精度较高， 

但由于自由度太多而影响了计算效率．更为致命的缺 

陷是，梁板结构中的二阶Hermite单元由于含有位移 

的二阶导数作为结点参数，所 不能直接应用于曲率 

不连续的变截面粱板结构中． 

样条函数作为分段多项式．具有极强的连续性， 

待定系数少．逼近精度高．因而在最近l0余年中，逐 

渐成为结构分析的重要手段．从插值方式看t 变分 

原理为基础的样条能量法大体包括如下2类方法： 

第一是样条有限点 (元)法，样条有限点法 是 
一 种样条半离散方法．这一方法往往采用一个方向的 
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样条插值函数与另一正交方向的连续级数的乘积作 

为场函数．可见，这一方法是建立于里兹法、康托洛 

维奇方法及样条函数方法基础上，吸取了有限条法的 

成功之处，具有精度高、未知量少的优点．样条有限 

元法 则是样条全离散方法，它采用2个正交方向的 

样条插值函数的乘积 (即二重样条)作为场函数．这 
一

方法建立于里兹法基础上．吸取了有限元法的优 

点．与有限元法相比，计算效率 (从计算精度和自由 

度两方面考虑)比较高．但是，样条有限点 (元)法 

由于以Ritz变分法为基础采用样条函数对求解域进 

行整体插值，所以只适用于形状规则的结构．需要指 

出的是．这一类方法对于变截面粱板结构不便于应 

用． 

第二类样条有限元 一由龙驭球等人提出．它建立 

于有限元法和样条函数方法基础上．利用样条函数进 
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行局部插值，建立单元场函数，从而获得高精度的有 

限单元．这一方法对求解域边界形状的适应能力大为 

提高．但是，由于样条函数在单元内是分段多项式， 

使得单元的自由度增加．特别应指出的是，由于此类 

单元的结点位移参数中出现位移的高阶导数，所以这 

类单元往往无法直接应用于变厚度结构中(如二次样 

条单元不能应用于厚度有变化的弹性力学平面问题， 

三次样条单元不能直接应用于变厚粱、板弯曲问题 

中)．因而，可以认为．这类样条单元完全秉承了高 

阶Hermite单元的优缺点． 

本文提出的5次广义参数有限元，将上述样条函 

数方法与5次Hermite单元结合起来．首先将结构离 

散t利用 5次Hermite函数进行局部插值，建立高阶 

Herm[te单元．以充分利用高次单元精度高，对边界 

形状适应性强的优点．然后根据结构的离散情况．取 

离散结点 (线)作为配点进行样条整体插值，从而将 

具有明确含义的结点参数广义化．这样就继承了第一 

类样条能量方法计算教率高、第二类样条单元适应能 

力强的优点．同时克服了高次单元的缺点 (即不能直 

接应用于曲率不连续的变截面结构中)． 

1 高次广义参数有限元 

本文以弹性直粱为例t说明广义参数有限元的计 

算格式及特点． 

———————————————1 ， 

二 二 二  ——～——— 
岳 

图 1 Fig．1 

} 丛 

幽 2 Fig·2 

图1所示为一弹性直梁．根据荷载和梁的几何形 

状在区问 [O． ]上给定一个分划 △1： 

丑ltO— < l< 2< ⋯ < 一 ， 

对于(任二个相邻结点 ．X，之间的)某一单元 

，利用 5次 Herm[te函数建立单元的位移场： 
一 [H]{d} (I) 
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式中， 

{ } 一 [ rj] (1．Ⅱ) 

[H]=[H H“ H。 H， H， H 2](1．6) 

这里， 

一

d百w'(xD
， 一  ≥型( ， ) (2) 

爿 一 1— 1O + 1 5 一 6f 

H = 10 — l5 + 6 ； 

一 (f一 6 +8 一 3 )̂ 

爿 一 (一 4 + 7 一 3 )̂ 

|【，， 一 (fz 

H 一 ( 

3 + 3 — )̂。 

(3) 

式中，h一 一墨表示单元 的长度，且 f= (z— 

．)／h． 

根据常规有限元法，易于建立单元 的刚度方 

程． 

[ ] {占) 一 {F) (4) 

式 中，[ ] 是刚度矩阵，IF} 是荷载列阵．{d} 

同式(1． ． 

现在，我们在区间[o，。]上以结点而为样条插值 

节点，建立 5次 B样条函数，并对粱的挠度函数 作 

样条插值逼近： 

⋯  

一 ∑ ( ) 一[ ]{c)一[甸[Q]{c} (5) 

式中： 

{c)一 [c一2 一【 co ⋯C~-I-2] (5Ⅱ) 

{科 一 [ 吨 弘．】 ⋯ +2] (56) 

]一[司旧] (5c) 

这里， ( 一一2．一1，0，⋯， +2)是利用 线 

性组合而成，毋( )表示鸭 )，是5次B样条函数，它 

是根据区间[o，阳上的分划△1建立的，具有如下表达 

式： 

⋯  a一 一 呈 苦 ㈣ 一a’ 6 ⋯ 
式中，W “0)表示函数Ws、．( )对 的一阶导数，且 

有： 

S 

( )一Ⅱ ( — +，) 
一 3 

特殊地，若△1取为均匀剖分(△2)时，即 

-42： 0一 。< l< ⋯ < 一 6 
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— z -I-ih， h— b}n 

则有 ： 

。( = 

f 0， 

( 一 一3) ， 

“ 一 3) 一6(x—x,-一 

( — 一3) 一6(I—m 。) + 1 5(x一 

( 3一 )。一6( 。一2一 + 1 5(x．+ 

(n+3一 ) 一6( ̂ 2一 ， 

(t+3一 ) ． 

[曲一3Iz。+3] 

∈[t ％ 2] 

∈ 1] 

Xi--1) ， ∈ l_lI审 (6 ) 

一  ) ， ∈ ．．“】] 

．t-∈[m l。 2] 

∈[≈ ．_3] 

式(5c)中．_Q]是样条基转换矩阵 ]，它应保证 在 

梁的两端具有基特性，使得 c一 一 w(xo)，c一-一 

O(xo)， 一 ( o)，c 一 训( )． l一 口( )，c +2一 

( )．[Q]的具体形式应根据区问[0， ]上的分割△1 

而定．例如对应于均匀分割△2； 

(1)当"≥ 3时 

[Q]一diag([Q0]，[ ]，[Q ]) (7) 

式中．r ]为 一5阶单元矩阵． 

[Q。]一 

[Q ] 

5了O 1 6h h 一了40 一 

一  号 告 

可2O了4̂ 吾̂2丁--10一 
0 0 0 1 0 

0 0 O 0 1 

1 

0 

1 

3 

1 

9 

7 

3 

(2)当 一 1时 

[。]= 

5Zh 

102 一 —26
-

8h 

0 0 

1 0 

10 20 

9 9 

7 

3 

0 0 

0 0 

争 
4h 一 11̂ 。 

16h 萼 

【7b} 

(3)当 一2时 

lq]= 

l1 了45 

0 

(xO +1t麓00 l霸一2‘ 一】‘(≈)稚‘(tJ ‘(t)野 (‘) l l c．_l f l毋一2 ㈨ 】 ( ( (‘)许+l (‘) l l l 
(xp ：J l o开_l (≈)竹‘{ )许+1‘( J +2‘( )l j +l l 一 ( ) ( )竹 { ，) +1 ( j +2 ( )J Lr +2J 

Nt一 (1 3+ 25f+ 10f。一 1Of 一 10 + 5 ) 
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Ⅳs一 (1+5f+l。 +1。 +5 一 5 )， M 一

rz52 

Ⅳs一南 (9 f 

利用式(9n ，可得几何 阵： i甄 』 
嘲 一  _Ⅳ]一  [Ⅳ1 ⋯ ] ⋯ ⋯ 

(10) L 

这里， 表示Ⅳ，对 求导二次． 

利用变分原理，根据式(9)、f10)可以建立单元 B 

的刚度方程： 

[G] {c) 一 {P1 (11) 

式 中， 

[G] 一I D[B] [B]砌} (1la) 

3 动力及稳定分析中的高次样条元 

若图1所示直梁受到纵向荷载Ⅳ作用，则在直梁 

单元的总势能泛函中要增加一项纵向力Ⅳ的势能． 

— f ( 削 (12) 
， 

据此可导出直杆稳定问题的特征方程： 

G] 一Ⅳ [K] l一0 (1 3) 

式中 K 是几何刚度矩阵．且有： 

[K] 一lf[Ⅳ ] [Ⅳ ]}df (14) 
这里，[Ⅳ ]表示式(9d)所示的函数Ⅳ，对f求一阶导 

数． 

结构动力分析[ 中总要涉及到质量矩阵[M 

[M] 的表达式为： 

[M] — [Ⅳ] [Ⅳ]̂ (15) 

r20 89 — 178 10 58 1 ] 

l 752 — 958 — 638 697 58 l 

一丽D J对M船 二黧一 l 
称 船

。

8

。9 J 
l 7O l08l 460 — 1330 — 850 一 l 

0 20638 19726 ——30220 ——10945 ——250 

1 47~48 ——35884 ——90220 ——1330 

362880A J 对 47248 19786 460 

l 称 20 638 1051 

l 7o 
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4 算例 

例1 弹性匀质粱，全长工，两端简支，中点受横 

向集中荷载作用．梁的横截面呈梯级变化，靠近左右 

两端各L／4长的梁横截面惯性矩为 ，，中部L／2长的 

梁横截面惯性矩为2．／-(如图2示)．将左半粱划分为4 

个单元，计算跨中及L／4处挠度和弯矩．结果见表1_ 

表 1 集中荷载作用下弹性直梁的挠度和弯矩 

Table 1 DeflecUons and bending moments of the elastlc 

beam 

例2 受均布荷载g作用的弹性直粱(如图1所 

示)，横载面厚度沿．37轴方向线性增加。从 =0端的 

ô增至z一 耐的2 ．利用高次广义参数单元计算跨 

中挠度和弯矩．计算时．假定各单元的厚度保持不变， 

即以梯级变化逼近线性变化，以简化计算．计算结果 

见表 2。 

表2 均布荷载作用下变厚度弹性直梁跨中挠度和弯矩 
Table 2 Defleclions and bending moments of variable thick- 

eⅡess slab under 

方 法 

Meth0d 

Dn表示粱左端点的扰弯刚度 Do de⋯ cheflexural rigidity the Left end ofthe 

b am 

51 

一 
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5 结语 

式 (11)所示的单元刚度方程与式 (4)所示单 

元刚度方程都是由6个平衡方程组成的．二者之间 

的根本区别在于单元自由度的含义上．式(4)中，{d} 

是由单元 的两个结点 、 的横向位移w、转角 及曲 

率 所组成；而式(11)中，组成{ } 的6个参数没有任 

何几何或物理意义，它们是广义的．这6个广义参数 

( 一1，2，⋯，6)同样条插值节点参数q(k=i一2， 

i一1，⋯，，+2)之问存在着式(缸)所示的一一对应 

关系．这就决定了两类单元性能上的区别．5次(二 

阶)Hermite单元在公共结点上不但挠度、转角相等， 

而且曲率也连续．所以这种单元不能直接应用于曲率 

不连续的变厚度粱、板等结构中．因而尽管这种单元 

的计算效率(自由度与精度的综合比较)要比低阶单 

元高．但使用范围上的局限影响了它的应用，是其致 

命的缺陷．而广义参数高阶单元则不存在这个问题． 

除此之外，自由度在含义上的不明确性带来了另外一 

大优点：结构的离散自由度大大减少．尽管5次广义 

参数单元(本文由于采用样条函数形成此类单元，故 

可以称之为样条元)的两个端点同5次Hermite单元 
一

样共有6个自由度，但样条元的自由度都相应地与 

某个样条插值参数 通过式( )联系起来．这就大 

大增加了相邻样条元之问的共用自由度，某些即便不 

相邻的样条元也可能拥有同样的结点参数．因而在同 

样的分划下，特别是当离散单元个数较多时，使用 

Hermite单元时的自由度要大大超过样条元的 自由 

度．同时．从算例可以看出，5次广义参数元仍保持高 

阶单元所具有的高精度特ft． 

另外，在截面突变处，弯矩应取左右两相邻单元 

在此处弯矩值的平均． 
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的前提下，大大地简化了操作步骤，使原来要2 d～ 

3 d完成的工作，在4 h内可办到，且其中绝大部分时 

间为机器操作。另外，由于一步法RT—PCR的整个操 

作过程可在一只管内完成，极大地减少了因移液和开 

盖而造成污染的可能性，使假阳性率降低到最小程 

度。我们曾试图将Sabin 11、Sabin 12，Sabin 21、Sabin 

22、Sabin 3l和Sabin 32引物预混于同一管，以期对 

PV1、PV2、PV3同时检测，但效果不佳，出现某型 

PV因竞争干扰未被检出的问题 

该技术通过下面 3个途径来降低实验费用：(1) 

省略RNA提取步骤，避免使用提纯试剂，特别是DS 

裂解液中用量大价格贵的进口试剂异硫氰酸胍；(2) 

除AMV逆转录酶目前尚无国产外，其余均为国产试 

剂；(3)将原先RT20 I 和PCR 100 合并缩减至 

RT—PCR 20 ，使得AMV逆转录酶的用量由8．5 u 

降至 2 u，Tag酶由2 u降至1 u．RNasin由40 u降至 

15 u一引物和 4×dNTP的用量分别减少了1／6和 

1／7．因此实验费用由原来的常规法约 5O元降低到一 

步法的约 1O元 

在本方法的基础上，我们还研制了PCR检测PV 

RNA的试剂盒，使用起来更为方便 
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