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混沌判据的数值计算
Numerical Calculation

of the Criterion Function of Chaos
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摘要　利用数值积分法计算判别是否出现混沌的 Melnikov函数 , 从而简化了复杂公式的计算 .
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Abstract　 The M elnikov function which can decide w hether the chao s appears or no t w as com-

puted by means of a numerical integ ration method, thus the calcula tion of the complica ted fo r-

mula w as simpli fied.
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　　混沌是在确定的系统中出现的貌似不规则的运

动 ,确定的系统是指动力系统 ,通常是用常微分方程 ,

偏微分方程 ,迭代方程等来描述 .用 Melnikov法
[1 ]
来

确定具有同宿或异宿轨线的二维非线性系统加周期

扰动后其解是否具有混沌性是目前较有效的分析方

法 . 但是要计算 Melnikov函数 , 首先必须知道同宿

或异宿轨线的解析式 ,其次要经过大量复杂的运算推

导 ,用到特殊函数如 Jacobi椭园函数 ,Г 函数等 ,这

就限制了 Melnikov法在工程实际中的应用 . 文献

[2]运用数值近似法讨论了具有同宿轨线的一类电力

系统中出现的混沌现象 ,本文将数值方法应用到具有

异宿轨线的一类二维非线性受迫振动系统上 ,由所提

出的算法得到了比较满意的结果 .

1　求 Melnikov函数的算法

为简便起见 , 具体考察下列系统 [3 ]
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当X= 0时 ,系统 ( 1)X= 0有中心型奇点 O ( 0, 0) ,双曲鞍

点 A (-
1
p
, 0) ,B (

1
p
, 0) ,并有初积分

　　 H ( x , y ) = 2(x 2 + y
2 ) - p

2
x
4 = h ( 2)

当 0 < h < h0 =
1
p
2时 , ( 2)包含围绕中心 O( 0, 0)的

一族闭分支 ;当 h = h0 =
1
p
2时 , ( 2)是连接鞍点 A与

B并包围上述闭轨线族的异宿轨线 (图 1) ,其中 ,在上

图 1　 ( 1)ε= 0的相图

Fig . 1　 Phase diag ram o f system ( 1)ε= 0

半平面内的一支具有方程
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( 3)

则分析混沌现象的 Melnikov函数定义为

　　M ( to,λ) =∫
∞

-∞
y0 ( t ) [λ2y0 ( t )|y0 ( t )|- λ1y0 ( t )

- λ3sink( t+ t0 ) ]dt ( 4)

　　倘若 M ( t 0 ,λ)不依赖于X,并且在参数 λ= (λ1 ,

λ2 ,λ3 )所在的某区域  内 ,M ( t 0 ,λ)在零附近振动 ,
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当 M ( t~0 ,λ) = 0时 ,

　　
 
 t 0

M ( t0 ,λ)|t
0
= t
~
0
≠ 0 ( 5)

则当 0 <X 1时 , ( 1)X存在横截异宿点 ,从而 ( 1)X出

现混沌 .

下面讨论 M ( t0 ,λ)的数值计算方法 .

首先分析异宿轨线 ACB的性质 .在 (- ∞ , 0]区

间内 ,方程 ( 3)表示异宿轨线的CA部分 ,在 [0, + ∞ )

区间内 ,方程 ( 3)表示异宿轨线的CB部分 ,且 x 0 ( t )

是奇函数 ,y0 ( t )是偶函数 ,由式 ( 4) ,得

M ( t0 ,λ) =
λ2

2 p3
F1 -

λ1
p
2 F2 -

2λ3

2 p
F3sinkt0

( 6)

式中 ,F1 =∫
∞

0
sech6 t

2
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　　Ro (λ) =
λ2F1 - 2 pλ1F2

2p2λ3F3
　　 当 t从 0递增至无穷大时 ,异宿轨线 (x 0 ( t ) ,

y0 ( t ) )在经过一个有限长的时间 t1后 ,便已经接近鞍

点 B ,而在 [t1 , + ∞ )区间内 ,异宿轨线只是由 B附近

的点 B1 (x 0 ( t1 ) , y0 ( t1 ) )运行到 B点 .故对任意的X>

0,因为
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所以 , t1 >
1

2
ln
2
pX
.从而得到下述定理

定理　对任意小的X> 0,只要经过足够长的时间 t1

> 1

2
ln 2
pX
,则
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y0 ( t ) dt -∫

t
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0
y0 ( t ) dt < X

根据上述误差分析 ,提出计算 Melnikov函数的算法

如下:

( 1)根据所需要的精度X,算出时间 t1 ;

( 2)确定 t 1后 ,利用数值积分 ,如 Runge-Kut ta法 ,计

算

　　 F1 =∫
t
1

0
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t

2
dt ,
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( 3)由第二步的结果 ,就可以求得系统 ( 1)X出现混沌

的近似判别式

　　 Ro(λ) =
λ2 F1 - 2 pλ1 F2

2p
2
λ3 F3

( 7)

算例

文献 [3]给出了系统 ( 1)X的 Melnikov函数表达

式

　　M ( t0 ,λ) =
8λ2
15p3

-
2 2λ1
3p2

-
2ckλ3

p sh kc
2

sink

t 0 ( 8)

故有

　　 Ro(λ) =

( 8λ2 - 10 2 pλ1 ) sh
kc

2

15 2 p2kcλ3
( 9)

于是 ,只要|Ro (λ)|≤ 1,则 ( 1)X的解必混沌 .

取一组参数 p = 0. 8,k= 2 ,λ1 = 0. 01,λ2 =

0. 05,λ3 = 0. 2,由式 ( 9)得 Ro(λ) = 0. 2746173. 另由

第二节的算法 , 得到下述计算结果

表 1　Ro (λ) 的数值计算结果

Table 1　Ro (λ) values of numerical calculation

ε t1 F1 F2 F3 Ro (λ)

10- 3 5. 5334360 0. 7542472 0. 9428081 0. 3852556 0. 2742265

10- 5 8. 7897831 0. 7542472 0. 9428090 0. 3847008 0. 2746218

10- 6 10. 4179566 0. 7542472 0. 9428090 0. 3847080 0. 2746167

10- 7 12. 0461301 0. 7542472 0. 9428090 0. 3847071 0. 2746173

　　由此可见 ,当 X取得足够小时 ,即X< 10- 7 ,则

Ro (λ)的值与 Ro(λ)的值吻合得相当好 ,这说明本文

算法的精度是比较高的 ,完全可用于分析具体的非线

性系统中的混沌现象 .
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