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关于第二类 Feigenbaum函数方程两类解的构造*

Construction of Two Classes of Solutions for the
Second Kind of Feigenbaum, s Functional Equation
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摘要　构造了第二类 Feigenbaum函数方程的两类连续解 .
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Abstract　 Two classes of continuous so lutions o f the second kind o f Feig enbaum
,
s functional e-

qua tion w ere const ructed.
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1　引言
在文献 [1 ]中 ,杨路等提出了第二类 Feig enbaum

函数方程

F ( x ) =
1
λ
F

2 (λx ) , ( 0 < λ< 1,待定 )

F ( 0) = 1, 0≤ F (x )≤ 1, (x ∈ [0, 1 ]

并给出了构造其单谷连续解的一个可方法 , 在文献

[2 ]中 , 廖公夫从满足一定条件的单谷映射 ( f : [λ,

1 ]→ [0, 1 ] )出发构造了方程 ( 1)的另一类连续解 ,

由文献 [1, 2 ]所构造的连续解 F的一个共同之处是:

F|[λ, 1]都是单谷的 , 然而方程 ( 1) 是否还有其它的解

呢? 本文将构造方程 ( 1)的另两类连续解 F , 使得 F

|[λ, 1 ]不是单谷的 . 首先 , 我们给出方程 ( 1)的连续解

的几个性质 .

命题 1　设 F是方程 ( 1)的连续解 ,α是 F的最

小值点 , 那么 F (T) = 0且α> λ.

证明　因为α是 F的最小值点 , 所以 , 由方程

( 1) 知　　λF (T) = F
2 (λT)≥ F (T)

因 0 <λ< 1且 F (α) ≥ 0, 所以 F (α) = 0.

下证α> λ, 用反证法 , 若α≤λ, 则
α
λ≤ 1, 从而

推出

F (
T
λ

) =
1
λ
F

2 (T) =
1
λ
F ( 0) =

1
λ

> 1
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这是不可能的 , 所以α> λ. 证毕 .

命题 2　设 F是方程 ( 1)的连续解 , α是 F的唯

一的最小值点 , 那么

( 1) F ( 1) = λ且 F
2 (λ) = λ2 ;

( 2 ) F ( [0,λT] ) = [T, 1 ], F ( [T, 1] )  [0,λ] ,

F (Tλ) = T;

( 3) F (λ)≠λ且 F (λ) > λ.

证明　结论 ( 1) 直接由方程 ( 1) 可得 .

( 2) 因为 F
2
(λT) = λF (T) = 0 , 由 F有唯一的

最小值点 , 所以 F (λT) = T. 反之 , 若 x∈ [0, λ]使

F (x ) = T. 则 F (
x
λ

) =
1
λF

2 (x ) =
1
λF

(
T) = 0,

所以
x
λ
= α, 即 x= λα, 由 F的连续性知: F ( [0,λT] )

= [T, 1 ] , F (λT) = T.

设 F在 [α, 1 ] 上的最大值点是 c. 则在 [0,

λα]上必存在 x1使 F (x 1 ) = C ,从而 F (C ) = F
2 ( x1 )

= λF (
x 1

λ
)≤λ所以 F ( [T, 1 ] ) = [0,λ].

( 3) 假如 F (λ) = T, 则λ
2
= λF ( 1) = F

2
(λ) =

F (T) = 0, 这与已知矛盾 , 所以 F (λ)≠T.

由于对任 x ∈ [λT,λ] ,
X
λ
∈ [T, 1]所以 , F2 (x )

= λF(
x
λ

)≤λ
2
, 由 ( 2) 知 F ( x ) > λT, 从而 F (λ)

> λT. 假如存在某点 x1∈ [λα, λ]使 F (x 1 ) = λ, 则

F (λ) = F
2
( x1 ) = λF (

x1

λ
)≤λ

2
< λT< F (λ)
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这是不可能的 , 所以 , 对一切 x ∈ [λT,λ] , F (x ) > λ

, 即 F (λ) > λ. 证毕

2　第二类 Feigenbaum函数方程两类解的构造

定理 1　设 f : [λ, 1 ]→ [0, 1 ] ( 0 <λ< 1)是个连

续函数且满足条件:

( 1) f ( 1) = λ, f 2 (λ) , f 2 (λ) = λ2 ;

(2) 存在T∈ [λ, 1] , 使 f (T) = 0且 f (λ) > T,

f ( [λ,T) ) = ( 0, f (λ) ] ;

( 3) 存在 T1 ,T2 , ∈ [T, 1]T1 < T2 , 使 f|[T,T
1
]及

f|[T
2
, 1 ]严格递增 , f|[T

1
,T

2
]严格递减 , f (T1 ) = λf (λ) ,

f (T2 ) = λT, f (λ)≤T1 ;

( 4) f ( x ) = λx在 [α, 1 ]中只有唯一解 x= 1.

那么 , 方程 ( 1)存在连续解 F满足 f|[λ, 1 ] = f .

　　证明　令 p = f|[T
1
,T

2
] ,q = f|[T

1
,T

2
] ,h = f|[T

2
, 1 ] ,

In = [λ
n+ 1

,λ
n
] ,n = 0, 1, 2,… ,当 x ∈ I0时 , f 0 ( x ) =

f (x ) .

( i ) 当 x∈ I 1时 ,
x
λ
∈ I0 ,λf 0 (

x
λ

)∈ [0,λf (λ) ]

, 令　　 f 1 (x ) = p
- 1
o (λf 0 (

x
λ

) )

这时 f 1 (λ) = p
- 1
o (λf 0 ( 1) ) = p

- 1 (λ2 ) = f (λ) =

f 0 (λ) , f 1 (λ2 ) = p
- 1
o (λf 0 (λ) ) = T1 , f 1 ( I1 ) = [T,T1 ].

　　 ( ii )当 x∈ [λ2T,λ2 ]时 , x
λ
∈ [λT,λ] ,λf 1 ( x

λ
)∈

[λT,λf (λ) ]令 f
( 1)
2 (x ) = q

- 1
o(λf 1 (

x
λ

) ) , f ( 1)
2 (λ2 ) =

q
- 1
o (λf 1 (λ) ) = T1 , f ( 1)

2 (λ2T) = q
- 1
o(λf 1 (λT) ) = T2 ;

当 x ∈ [λ
3
,λ

2
T]时 ,

x
λ
∈ [λ

2
,λT] ,λf 1 (

x
λ

) ∈ [λT,

λT1 ] ,令 f
( 2)
2 (x ) = h

- 1
o (λf 1 ( x

λ
) ) , f ( 2)

2 (x ) = T. 令

f 2 (x ) =
f
( 1)
2 (x ) ,　 x ∈ [λ

2
T,λ

2
] ,

f
( 2)
2 (x ) ,　 x ∈ [λ3 ,λ2T]

.

　 　 ( iii ) 对 任 n ≥ 3 , 归 纳 定义 f n (x ) =

h
- 1
o(λf n - 1 (

x
λ

) ) ,x ∈ In , 容易验证 , 这样的定义是

有意义的 .

现用数学归纳法证明 f n (λ
n
) = f n- 1 (λ

n
) .当 n = 3

时 , f 3 (λ
3
) = h

- 1
o (λf 2 (λ

2
) ) = h

- 1
o (λf 1 (λ

2
) ) = f 2 (λ

3
)

. 假设 n= k时 , f k (λ
k
) = f k - 1 (λ

k
) .那么 f k+ 1 (λ

k+ 1
) =

h
- 1
o(λf k (λ

k+ 1

λ
) ) = h

- 1
o(λf k- 1 (λk ) ) = f k (λk+ 1 ) , 从

而 , 对一切 n≥ 3, f n (λ
n
) = f n - 1 (λ

n
) .

根据 ( i )、 ( ii )、 ( iii ) , 我们定义

F (x ) =
f n (x ) ,　当 x ∈ In时 ;

　 1,　当 x = 0时 .

下证 F (x )是连续 , 由上面构造可知 ; 只须证明 F在

x= 0处连续即可 . 因为 λ
2
是 f 2 (x ) 的最小值点 ,

那么 , (λ
n
) 是 f n ( x ) 有最小值点 (n≥ 2) , 而 f n (λ

n
)

= f n - 1 (λ
n
) ≥ f n - 1 (λ

n- 1
) (n≥ 3) , 从而 { f n (λ

n
) }

+ ∞
n= 2

是递增的数列 , 且 f n (λ
n
) ∈ [T2 , 1] (n≥ 3) , 令

lim
n→∞

f n (λ
n
) = T

由 h ( f
n+ 1

(λ
n+ 1

) ) = λf n (λ
n
) 两边取 n→+ ∞得:

h (T) = λT

由条件 ( 4)知T= 1= F ( 0) , 而 F|[0,λn ]的最小值

是λn , 所以

li m
n→ 0

F ( x ) = li m
λn→ 0

f n (λn ) = 1 = F ( 0)

即 F在 x= 0处连续 , 至于 F是方程 ( 1)的连续解 .

由构造很容易验证 .

定理 2　设 f : [λ, 1 ] → [0, 1 ] ( 0 <λ< 1) 是

个连续函数且满足条件:

( 1) f ( 1) = λ且 f
2

(λ) = λ
2
;

( 2) 存在点T∈ (λ, 1) , 使 f (T) = 0, λ< f

(λ) <T, f|[ f (λ) , 1]是单谷的且 f在 [λ, 1 ]上的最大

值是 f (λ) ;

( 3)方程 f ( x ) = λx上 [α, 1]有唯一的解 x=

1. 那么 , 方程 ( 1) 存在连续解 F满足 F|[λ, 1]= f .

证明　令 p = f|[f (λ) ,T] ,q = f|[T, 1 ] , In = [λn+ 1 ,

λn ]. n = 0, 1, 2, 3,… .

当 x∈ I0时 , 令 f 0 (x ) = f ( x ) ; 取

f 1 (x ) =

p
- 1
o (λf 0 (

x
λ

) ) ,　 x ∈ [Tλ,λ] ,

q
- 1
o(λf 0 (

x
λ

) ) ,　 x ∈ [λ2 ,λT] ,

　　当 x∈ In且 n≥ 2时 , 归纳定义

f n (x ) = p
1
o (λf n- 1 (

x
λ

) ) ,　 x ∈ In

然后取

f (x ) =
f n ( x ) ,　当 x ∈ In时

　 1,　当 x = 0时 .

仿照定理 1的证明可得这样的 F (x )也是方程 ( 1)式

的连续解 . 证毕

与 Feig enbaum函数方程有关的近期文献 , 可参
阅文献 [3, 4]
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