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n维 Abel方程概周期解的存在性
Existence of Almost Periodic Solutions of

n-dimentional Abel-type Equation
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摘要　利用 Schauder不动点定理及指数二分法 ,讨论了 n维 Abel概周期系统概周期解的存在性 .得

到了系统存在概周期解的一个充分条件 .
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Abstract　 By using the method of Schauder fixed point theo rem and exponential di-

chotomy , the existence of almost periodic solutions of n dimentional Abel type e-

qua tion w as discussed and a suf ficient condi tion was obtained.
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1　引言

　　考虑微分方程系

　　 x = A ( t )x 3 + B ( t ) x2 + C ( t )x + f ( t ) ( 1)

其中 ( t , x )∈ R× R
n , xi = (x

i

1 , x
i

2 ,… ,x
i

n )
T ( i = 1, 2,

3) , A ( t ) ,B ( t ) ,C ( t )为连续 n× n矩阵函数 , f ( t )为

连续向量函数且 f ( t ) 0.

文献 [1]研究了 n = 1时 系统 ( 1) 概周期解

(简记为 a. p解 )的存在性 .对于一般 n维系统 a. p解

的存在性 ,作者尚未查到这方面的文献 . 本文结合运

用 Schauder不动点定理和指数二分法 , 研究了 n维

系统 ( 1)概周期解的存在性 .如所知道 ,周期系统是

概周期系统的特例 .本文的结论对 n维周期系统也是

成立的 .

称系统

　　 x = C ( t )x ( 2)

在 R上具有指数二分法是指存在常数 k ,T及投影 P

使 ( 2)的基本解矩阵 X ( t )满足

　　|X ( t )PX - 1 (s )|≤ ke
-T(t - s ) ,　 t≥ s

　　|X ( t ) ( I - P ) X
- 1
(s )|≤ ke

-T(s- t)
, s≥ t

对任意的 x = (x 1 ,x 2 ,… , xn )∈ R
n
,|x| ∑

n

i = 1
|xi|,

对任意 n× n矩阵 A = (aij )n×n ,|A| ∑
n

i = 1
∑
n

j = 1
|ai j|.

本文始终假设 A ( t ) ,B ( t ) ,C ( t )为 a. p矩阵函

数 . f ( t )为 a. p向量函数 (有关定义及性质参见 [3 ] ) .

令 M1 = max { sup
t∈ R
|A ( t )|, sup

t∈ R
|B ( t )|} ,

　　　M2 = sup
t∈ R
|f ( t )|}.

引理 1　设系统 ( 2)满足指数二分法 ,则系统

　　 x = C ( t )x + f ( t ) ( 3)

具有唯一 a. p解h( t ) .

引理 2　 D是 E中有界闭凸集 . A D→ D是全连

续算子 , 则 A在 D中存在不动点 .

引理 3　对一阶数量 a. p方程

　　 x = c( t )x + f ( t )　 ( 4)

其中 c ( t ) , f ( t )为实 a. p连续函数 .若 m (c( t ) ) = lim
T→∞

1
T∫

T

0
c(s ) ds≠ 0,则 ( 4)存在唯一 a. p解 Z( t ) ,由下式

决定
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　　Z( t ) =
-∫

∞

t
f (s ) exp∫

t

s
c(f)dfds ,m (c ( t ) ) > 0

∫
t

-∞
f (s ) exp∫

t

s
c(f)dfds ,m (c ( t ) ) < 0

2　主要结果

　　定理 1　设系统 ( 2) 满足投影为 P ,指数为T,常

数为 k的指数二分法 , A ( t ) ,B ( t ) ,C ( t ) , f ( t )为连续

a. p函数 ,且满足
KM1

T
≤

2
27( 1+  h ) 2

,其中h( t )为

系统 ( 3)的唯一 a. p解 ,这里  h = sup
t∈ R
|h( t )|.则系

统 ( 1) 至少存在一个 a. p解 .

证明　令 W = {u ( t )|u( t ) = (u1 ( t ) ,u2 ( t ) ,… ,

un ( t ) )
T
,u ( t )为 R上的连续 a. p函数 } , u( t )∈ W ,

定义范数  u = sup
t∈ R
|u ( t )|,由 a. p函数的性质

知  u 有界 .则 (W ,   )构成 Banach空间 .  u

( t ) ∈ W, 由引理 1知系统

　　 x = C ( t )x + A ( t )u
3
+ B ( t )u

2
+ f ( t ) ( 5)

具有唯一 a. p解φ ( t ) , 且

　　h( t ) =∫
t

∞
X ( t )PX 1 (s ) {A (s )u3 (s ) + B (s )u2 (s )

+ f (s ) } ds -∫
∞

t
X ( t ) ( I - P )X - 1 (s ) {A (s )u3 (s )

+ B (s )u2 (s ) + f (s ) }ds

令 T: W→ W , Tu ( t ) = h( t ) .以下证明 T是全连续算

子 .

i) T是连续的 .

设hn ∈ W ,且 lim
n→∞
 hn - h = 0,则有

|Thn - Th|≤∫
t

-∞
|X ( t ) PX

- 1
(s )|{|A (s )||u

3
n (s )

- u
3
(s )|+ |B (s )||u

2
n (s ) - u

2
(s )|} ds+∫

∞

t
|X ( t )

× ( I - P ) X- 1 (s )|{|A (s )||u3n (s ) - u
3 (s )|

+ |B (s )||u2n (s ) - u
2 (s )|} ds

≤ 3M1 {∫
t

-∞
|X ( t ) PX - 1 (s )|( u + 1) 2 un

- u ds+∫
t

-∞
|X ( t ) ( I - P )X

- 1
(s )|( u 

+ 1)
2
 un - u ds}

≤
6kM1

T
( u + 1) 2 un - u 

这证明 T是连续的 .

ii) T是紧致的 .

　　 hn ( t )∈ W , hn ≤ M ,由于

　　jn ( t ) = Thn ( t ) =∫
t

-∞
X ( t ) PX - 1 (s ) {A (s )h3n (s )

+ B (s )h
3
n (s ) + f (s ) }ds -∫

∞

t
X ( t ) ( I

- P ) X
- 1
(s ) {A (s )h

3
n (s ) + B (s )h

3
n (s ) + f (s ) }ds

因此 Thn ≤
2k
T
(M2+ M1 (M3+ M

2 ) ) ,即jn ( t )一致

有界 . 又由于 j′n ( t ) = C ( t )jn ( t ) + A ( t )h3n ( t ) +

B ( t )h
2
n ( t ) + f ( t ) ,从而j′n ( t )也是一致有界的 .这推

出jn ( t )为等度连续 ,故有子序列 (仍记为jn ( t )在 R

的任一紧集上一致收敛 .又由 a. p函数的定义及性质

知 F= F( t ,x ) = A ( t ) x
3
+ B ( t ) x

2
+ C ( t )x+ f (x )

关于 t对 x ∈ R
n
是一致概周期的 ,从而对任意的X>

0,任一紧集 S R
n ,存在 l = l (X, S ) > 0, l是 T (F ,

X, S )的包含区间长 ,由于jn ( t )在 [0, l ]上一致收敛 ,

故有 N = (N (X, S ) > 0,当 n > N时

　　|jn ( t ) - jn+ p ( t )|< X,　 t∈ [0, l ]

由文献 [3]定理 5. 2知存在W> 0使 T (F ,W, S) 

T (jn ,X) , 当 t  [0, l ]时 ,存在 f∈ T ( F ,W, S ) 

T (jn ,X)使 t+ f∈ [0, l ] .于是

　　|jn ( t ) - jn+ p (t )|≤|jn (t ) - jn (t + f)|+ |jn (t

+ f) - jn+ p ( t+ f)|+ |jn+ p (t + f) - jn+ p ( t )|< 3X

因此 {jn ( t ) }在 R上一致收敛 .从而 T是紧致的 .

记 L =
1
2
 h ,令 G= {u( t )|u ( t )∈ W ,|u ( t ) -

h( t )|≤ L } ,则 G为W中的有界闭凸集 . u ( t )∈ G,

　　|Tu (t ) - h( t )| = |∫
t

-∞
X (t )PX - 1 ( s) { A( s)u3 (s ) +

B ( s)u2 (s) } ds - ∫
∞

t
X ( t) ( I - P )X- 1 (s) {A (s )u3 (s) +

B ( s)u2 (s) } ds|

≤∫
t

-∞
|X ( t)P X- 1 (s)|{|A (s)||u3 ( s)|

　 + |B ( s)|u2 ( s) } ds

　 +∫
∞

t
|X ( t) ( I - P)X - 1 ( s)|{|A ( s)||u3 (s)|

　 + |B ( s)|u2 ( s) } ds|

≤
2kM1

T
( u 3+  u 2 )

≤
2kM1

T
{ ( L +  h ) 3+ ( L +  h )2 }

=
2kM1

T
(
27
8
 h 3+

9
4
 h 2 )

≤
2kM1

T
27
8 ( h + 1) h 2

≤
1
2
 h = L

从而 TG G.即 T是全连续算子 ,由引理 2知 T在 G

内有不动点 ,亦即系统 ( 1)存在 a. p解 .

特殊地 ,当投影 P = I (或 0)时 ,我们有

定理 2　设系统 ( 2)满足投影为 P = I (或 0) ,指

数为 T,常数为 k的指数二分法 , A ( t ) ,B ( t ) ,C ( t ) ,

f ( t ) 为 连 续 的 a. p 函 数 , 且 满 足
KM1

T
≤

1
27( 1+  h ) 2

,其中 h( t )为系统 ( 3)的唯一 a. p解 ,
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 h = sup
t∈ R
 h( t ) ,则系统 ( 1)至少存在一个 a. p解 .

推论 1　对于数量方程

　　 x = a ( t ) x3 + b( t )x 2 + c ( t ) x+ f ( t ) ( 6)

设 a ( t ) ,b ( t ) , c( t ) ,d ( t )均为连续的 a. p函数 .记

　　λ- = inf
t∈ R
|c( t )|,　g

-
= sup

t∈ R
|a( t )|,

　　_
-
= sup

t∈ R
|b( t )|,　e

-
= sup

t∈ R
|d ( t )|.

　　当 g
-
> _

-
时 ,若 λ-

3 > 27(e
-
+ λ- )

2g
-
,

　　当 g
-
< _

-
时 ,若 λ-

3 > 27(e
-
+ λ- )

2g
-
.

则系统 ( 6)存在 a. p解 .

证明　仅需考虑e
-

g
-

≠ 0的情形 .当 c( t ) < 0时 ,

x = c ( t ) x的解满足

　　X ( t )X - 1 (s ) = exp∫
t

s
c(f) df≤ e

- λ
-
(t- s ) ,　 t≥ s

当 c( t ) > 0时 ,x = c( t )x的解满足

　　X ( t )X
- 1
(s ) = exp∫

t

s
c(f) df≤ e

- λ
-
(s- t )

,　 t≤ s

这对应于定理 2中的 k = 1,T= λ- .而

　　 x = c ( t ) x + d ( t )的唯一 a. p解

　　h( t ) =
-∫

∞

t
d(s ) exp∫

t

s
c(f) dfds ,　 c( t ) > 0

∫
t

-∞
d(s ) exp∫

t

s
c(f)dfds ,　　 c( t ) < 0

因此  h =  d  
1
λ-
=

e
-

λ-
.

M1 = max { sup
t∈ R
|a( t )|, sup

t∈ R
|b( t )|} =

g
-
(g
-
> _

-
)

_
-
(g
-
< _

-
)

因此当 _
-

< g
-

时 ,

KM1

T
=

g
-

λ-
<

λ-
2

27(e
-
+ λ- )

2
=

1

27
e
-
+ λ-
λ-

2
=

1

27 1+
e
-

λ-

2 =
1

27( 1+  h )
2

由定理 2,系统 ( 6)存在 a. p解 (_
-

> g
-

的情形相仿 ) .

由于周期函数是概周期函数的特例 ,因此有

推论 2　当 A ( t ) ,B ( t ) ,C ( t ) , f ( t )均是 w周期函

数时 ,在定理 1的条件下 ,系统 ( 1)存在 w周期解 .
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