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摘要　提出一种在噪声存在的情况下依然有效的控制失稳周期轨道的方法。 此法以一本征方向代表轨道方向 ,

将三维微分系统简化为二维微分系统 , 用 Lyapunov指数谱解释取得控制的原因。 另介绍两种在自治微分系统

中寻找失稳周期轨道的方法 .
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Abstract　 A method used to control unstable periodic orbi t is presented, which is effectiv e in

presence o f noise. Dif ferential system in the method w ould be changed from th ree-dimention to

two-dimension in terms of an int rinic di rection which could express orbi t di rection, and the re-

sults could be explained wi th Lyapunov exponent spect ra. This paper also int roduces tw o meth-

ods w hich a re used to find the unstable periodic o rbit in autonomous dif ferential system.
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　　混沌控制的一个重要问题是寻找失稳周期轨道

( U PO) . 在迭代系统中 ,若选择了合适的初值 , 即可

由牛顿法迅速地得到 UPO.在微分系统中 ,由于系统

的轨道不是由分立的点而是由连续的轨道组成 ,此问

题变得复杂 . 微分方程可分为两种情形 ,其一为自治

系统 , 另一为非自治系统 . 对于后者 , 由于存在着外

部周期性的驱动力 ,系统的周期可取外部驱动周期为

参考周期 . 对于前者 , 由于没有外部参考周期 , 就给

寻找 U PO带来了困难 .许多作者研究了此问题
[ 1～ 4]

,

但并没有完全解决它 . 例如 , K. T. Hansen
[1 ]
最近提

出了一种用编好序的符号动力学来寻找混沌系统中

的失稳周期轨道与非周期轨道 ,然而它仅能用于具有

吸引势的系统 . J. Botina与 H. Robi tz提出了另一种

方法 [2 ] ,此法通过构造消费函数来确定哈密顿系统中

的规则轨道 . 本文中 , 我们以近周期轨道为出发点来

给出寻找 UPO的切线法与符号动力学方法 .

现在有多种能实现混沌控制与瞄准的方

法
[5～ 12 ]

. 所有这些方法之中 , O. G. Y. 法最优 , 由于

其对系统参数的微小扰动可为实验实现 .本文中我们

提出了一种新的控制混沌的方法 .

1　寻找失稳周期轨道

控制混沌的一个重要问题是寻找 UPO. 对微分

系统 ,通常利用 Poincaré截面来发现周期轨道 . 如果

Poincaré 截面上的第 n个点与第 m个点重合 ,则轨道

为 (m - n )周期 .由于混沌轨道对初值的极端敏感性

及指数分离性 , 如果 Poincaré截面上的某点在运行

了 N圈后能回到其邻域 , 则我们认为在此点附近存

在着一个 U PO, 这点即是近周期点 . 我们寻找 U PO

的方法就是以此点为基础 , 然后让轨道逐步逼近

UPO. 这里我们介绍两种寻找 U PO的方法 .

1. 1　切线法

自治微分系统的轨道通常是由数值计算得到的 ,

为此可将连续的微分系统转换为分立的迭代系统来

处理 . 通常 Poinca ré 截面上初值点的迭代在运行了

一些积分步长返回时 , 并不会正好落在同一截面上 .

如果我们近似地认为 Poinca ré截面附近的点就权当

着处于截面上 ,这样就会导致某些穿过截面的点的重

复计算 ,而其它点又没有计算到 . 解决此问题的一个
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较好的方法是 Hé non方法 ,其思想如下: 假定第 n步

在 Poincaré截面下面 , 而第 (n+ 1)步在截面上面 ,

则与截面的交点必定在这两点之间 .为确定交点的位

置 ,我们用第 n步与 Poincaré截面间的距离来确定一

合适的积分步长 , 以便第 ( n + 1 ) 步正好落在

Poincaré 截面上 .

如果 Poincaré截面上的点 X 0与 X 1非 常近 , 则

附近可能有一精确的周期点 X
* , 其周期为 T

* . 用

Sparrow
[13 ]给出的方法 ,我们能得到 UPO.对 Lo renz

模型

　　

x = e( y - x )

y = Vx - y - xz

Z = - bZ + x y

( 1)

图 1是用此方法在参数 e= 10,V= 28,B = 8
3
时获

得的结果 , 它是 U PO— 2. 对 Ro ssler系统

　　

x = - y - z

y = x + a y

Z
 = b+ Z ( - c+ x )

( 2)

图 2是在参数 a = b = 0. 2,c= 5. 7时的结果 , 它是

一个 UPO— 3.

　　图 1　 Lo renz模型混沌区 σ= 10, V= 28,b =
8
3
处的

UPO— 2轨道

　　 Fig. 1　 The orbit o f UPO- 2 o f Lo renz model in chao tic

r eg ion atσ= 10, V= 28,b =
8
3

1. 2　参数追踪法

在混沌带的周期窗口处 ,系统可通过自由行走而

趋近稳定的周期轨道 .因此使用稳定周期轨道作为初

始点就可解决混沌带中为得到 U PO而初值点难找

的问题 ,然后让参数作一小的改变 , 此时系统进入混

沌带 .用此初值点及切线法就可迅速地找到混沌区中

的 UPO.按照符号动力学 ,用相邻字来产生揉序列便

可确定混沌区中一些窄的周期窗口 . 文献 [14]给出

了在σ= 10. 0, b =
8
3时 ,对应不同参数γ的符号字 ,

我们则给出了五模双扩散对流模型的符号字
[ 15]

. 因

此参数追踪法在这种情况下就相当有利 ,我们将另文

介绍此法寻找 U PO的详细过程 .

　　图 2　 Ro ssle r系统混沌区 a = b = 0. 2,c = 5. 7处的

U PO— 3轨道

　　 Fig. 2　 The o rbit o f UPO— 3 o f Ro ssle r sy stem in chaot-

ic region a t a = b = 0. 2,c = 5. 7

2　控制失稳周期轨道

众所周知 , 奇怪吸引子至少有三个 Lyapunov指

数 . 对三维耗散系统 , 唯一的可能性是 (+ , 0,

- ) , 即λ1> 0, λ2= 0与λ3 < 0. 由于收缩必须超过膨

胀 , 因此稳定三维混沌的进一步条件为λ3 < -λ1 . 由

于λ2= 0代表轨道运动的方向 ,因此在控制中无需考

虑此方向 , 仅需将λ1变为负即可 . 因此 ,我们认为通

过调节参数来将两上合适方程的条件本征值变为负

从而控制混沌总是可能的 . 这里 “条件”意味着挑选

的两个方程的两个本征值与原三维系统间有某种关

系 . 然而人们不可能总是成功地做到这一点 . 为解决

此问题我们通过研究 Lyapunov指数谱来找出合适

的方程与调节参数 .

对于本文考虑的三维自治系统 , 系统 Jacobian

的一个本征方向代表轨道方向 ,若能让其它的两个本

征值变为负就实现了控制 . 为方便起见 ,我们暂时从

( 1) 式或 ( 2) 式中挑出两个方程 , 而把第三个方程

当作 “自由方程” .下面以 Ro ssler系统为例来说明具

体操作方法 .

对于 Ro ssler系统 ( 2) , 我们首先考虑 x , y 方程

情形 ,而将 Z
 方程当作自由方程 . 如果按如下方式调

节参数

　　 a = a- - X( y - y-) ( 3)

其中 a-为参数 a的标称值 0. 2,y-是上面求得的 U PO
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轨道 ,X为控制参数 .则其本征值满足

　　
- λ　　　　 - 1

　 1　　　a- - y-X- λ
( 4)

由 ( 4)可知当|X|> ( 2+ a-)
y-

时 ,本征值λ1, 2 < 0,这就

是控制参数X的范围 .为避免X太大 ,当|y-|< 1时我

们让系统自由行走 , 即对参数不作调节 . 图 3 ( a)是

取 X=
2. 3
y
的 控制结果 , 可见很快就控制到了

U PO— 3上 . 由于此种控制方法的控制参数X依赖于

待控制的轨道 (y-) ,故它能较迅速地实现控制 .实现

控制后因 y = y-,故 ( 3)式中的参数 a = a-. 若因为外

界微扰使控制后的轨道稍微偏离 U PO, 则参数将按

照 ( 3) 式自动地作出相应调节 , 从而保证系统稳定

地运行在 UPO— 3上 .

　图 3　 Ro ssler系统 U PO— 3的控制 ,初值 ( 0. 1, - 8. 0,

0. 03)

　　 Fig. 3　 The contro l of U PO- 3 of Ro ssler system. The

initial point is ( 0. 1, - 8. 0, 0. 03) .

( a) 无噪声 ; ( b) 加强度为 2. 9× 10- 3, 平均值为 0的噪声 .

( a) No noise; ( b) Th e inten sity of noi se is 2. 9× 10- 3, the average

v alue of nois e i s zero.

　　其次考虑 y
 、 Z 方程情形 ,而将 x

 方程当作自由方

程 .如果按如下方式调节参数 a

　　a = a- - X(y - y-) ( 5)

则有

　　
a
- - Xy- - λ　　　　 0

　　 0　　　　　 x
- - c - λ

( 6)

显然λ1 = X
- - c,λ2 = a- - Xy-.由图 2中的 U PO— 3

轨道可知 , λ1在大部分范围内小于零 ,因此仅需调节

ε以便λ2 < 0即可 . 此时的控制结果与图 3 (a )类似 .

若调节参数 b、 c时 ,则无法满足λ1, 2 < 0,即调节参数

b、 c无法实现控制 .

最后我们考虑 x 、 Z 方程情形 ,而将 y 方程当作自

由方程 ,此时只能调节参数 b、 c,我 们的数值模拟实

验表明此时无法实现控制 . 至此我们得到结论 , 对

Ro ssler系统 , 只有调节参数 a方能做到控制 .

为了解释上述结果 , 现在来考查 Lyapunov指数

谱 . 对于 ( 3) 式的参数调节方式 , 令

　　X=
k
y-
,　当|y-|> 0. 1

0,　　否则
( 7)

然后研究此种情形下 ( 2) 式的条件 Lyapunov指数 .

这里 “条件”意味着参数调节量ε依赖于 U PO. 图 4

是 ( 2)式的最大 Lyapunov指数λmax与调节参数 k之

间的关系 .由图 4可见 ,当参数调节 k从 1变化到 100

时 ,λmax均为负 ,因此混沌能被控制住 .对于调节参数

b的情形 , 令 b = b
-- X( Z - Z

- ) , 图 5是其结果 . 可

见当ε从 0. 1变化到 10时 ,其最大 Lyapunov指数一

直为正 ,因此通过调节参数 b无法实现 UPO的控制 .

　　图 4　 Ro ssler系统的最大条件 Lyapunov指数谱调节

方式为 a = a- -
k
y-
( y - y- )

　　 Fig. 4　 The lar gest conditiona l Lyapunov exponent spec-

tra o f Ro ssler sy stem. Th e adjusting fashion is a = a
-
-

k
y- ( y

- y-)
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　　对于 Lo renz模型 ,我们的数值模拟表明:只有选

择 ( 1) 式中的 y 、 Z 方程 ,而将 x 方程作为自由方程

时控制结果较好 . 此时的参数调节如下

　　V= V-- X( y - y-) ( 8)

　　图 5　 Ro ssler系统的最大条件 Lyapunov指数谱。 调节

方式为 b = b- - X( Z - Z-)

　　 Fig. 5　 The la rg est conditional Lyapunov exponent spec-

tra of Ro ssler system. The adjusting fashion is b = b-- X( Z -

Z- )

图 6　 Lo renz系统 UPO- 2的控制 , 初值 ( 10, 20, 21)

　　 Fig. 6　 The contro l o f UPO- 2 of Lo renz sy stem. Th e

initial point is ( 10, 20, 21)

我们有

　　
- 1 - Xx- - λ　　 - x-

x-　　　 - b - λ
= 0 ( 9)

由λ1, 2 < 0得

　　X=
2x-+ b

x-
,　 当|x-|> 0. 1

0,　　其它
( 10)

其控制结果如图 6. 可见其控制情形与 Ro ssler系统

有些类似 .

　　为了检验此种方法能否用于实验 ,现来研究噪声

效应 . 我们在 ( 2)式 x 方程的右端加上一随机项 ,比

如平均值为零均方值为 2. 9× 10
- 3
的高斯白噪声 . 图

3 ( b)为其控制结果 , 可见虽然控制时间变长且控制

轨道变粗 , 但依然能控制住 . 所以我们的方法能用于

实验 .

　　综上所述 , 我们提出了一种控制混沌的方法 . 此

法根据有一本征方向代表轨道方向 ,从而将三维微分

系统简化为二维系统来处理 , 并用 Lyapunov指数谱

来解释了能取得控制的原因 .
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