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摘要　对文献 [2 ]中的两个精密的基本不等式做了进一步的讨论 , 并给出一些较为精确的结果 (定理 1、 定理

2和定理 3) .
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Abstract　 Tw o precise basic inequalities of reference [2 ] w ere discussed, and som e more exact

results, Theorem 1, Theo rem 2 and Theo rem 3 w ere obtained.
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　　自从 Hayman不等式
[1 ]
提出以来 ,许多学者都试

图对其精确化 ,并做了不少的工作 . 其中文献 [2]给

出了这一方面工作的进一步结果 . 本文主要对文献

[2]中的两个基本不等式进行讨论 , 同时 , 就这方面

的工作做进一步的探讨 ,并获得了一些具有一定启迪

意义的结果 . 相对而言 , 本文的结果 , 从某种意义来

说 , 是较为精确的 .

为了方便起见 , 现把文献 [2 ] 中的两个基本不

等式分别用定理 A和定理 B表示如下:

定理 A　设 f (z )于开平面超越亚纯 ,k为一正

整数 .若X为任意的正数 ,则在 r > 0时有

　　 T (r , f ) < ( 1+
1
k

) N ( r ,
1
f

) + ( 1+
1
k

) N (r ,

1
f

(k )
- 1

) - N (r ,
1

f
(k+ 1) ) + XT (r , f ) + S(r , f ) .

( 1. 1)

　　定理 B　命 f (z ) ,k ,X均如定理 A所设 . 若 a与

b均为有穷复数且 b≠ 0,则

　　 T (r , f ) < N (r ,
1

f - a
)+

1
2k
N (r ,

1
f

(k ) )+ ( 1+

1
2k

)N (r ,
1

f
(k)

- b
) - N (r ,

1
f

(k+ 1) )+ XT (r , f )+ S (r ,

f ) . ( 1. 2)

　　文献 [2]中指出 ( 1. 2)式右端正项密指量的系数

和为 2+
1
k

,它比 ( 1. 1)式中右端正项密指量的系数

和 2+
2
k
减少了一点 .这暗示着定理 B较定理 A精

密些 ,并且这两个定理是相互平行的 .实际上 ,本文将

证明 ,定理 B包含了定理 A.另外 ,文献 [2]中指出 ,

当 k适当大时 , ( 1. 1)式可以说是近似于最佳的了 .其

实 ,对于 f (z )的极点重数为有限的情形 , ( 1. 1)式是

不精确的 .对此 ,本文将给出精确的结果 ,见定理 3.

本文中的标准符号均来自文献 [3]和文献 [1].

1　有关引理

　　引理 1
[ 3]　设 f 1 (z ) , f 2 (z )为开平面上的亚纯函

数 ,则

　　 N ( r , f 1 f 2 ) - N (r ,
1

f 1 f 2
) = N ( r , f 1 )+ N ( r , f 2 )

- N (r ,
1
f 1

) - N (r ,
1
f 2

) .

　　引理 2
[2 ]
　命 f (z ) ,k ,X均如定理 A所设 . 若有

穷复数 b≠ 0,则

　　 N
- ( r , f ) <

1
2k
N (r ,

1
f

(k ) ) +
1

2k
N (r ,

1
f

(k) - b
) +

XT (r , f ) + S (r , f ) .

　　引理 3　命 f (z ) ,k ,X,b如引理 2所设 .若 a为任

一有穷复数 ,则

　　 N ( r ,
1
f

(k ) )≤ N (r ,
1

f
(k) - b

)+ 2N (r ,
1

f - a
)+

2kXT (r , f ) + S (r , f ) . ( 2. 1)
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　　证明　由第一基本定理及引理 1,我们有

　　m (r ,
f
f

(k) )≤ m (r ,
f

(k )

f
) + N (r ,

f
(k )

f
) - N (r ,

f
f

(k ) )+ O ( 1) = kN
- (r , f ) + N (r ,

1
f

) - N (r ,
1

f
( k) )+

S (r , f ) . ( 2. 2)

又因为

　m (r ,
1

f - a
)≤ m (r ,

f
f

(k) ) + m (r ,
1
f

) + S(r , f ) .

所以 ,由此式结合 ( 2. 2)式 ,有

　　m (r ,
1

f - a
) - m (r ,

1
f

)≤ kN
- (r , f )+ N (r ,

1
f

)

- N (r ,
1
f

(k ) ) + S(r , f ) .

应用第一基本定理及引理 2于上式 ,就推得 ( 2. 1)式

成立 .证毕 .

　　引理 4
[4 ]　命 f (z ) , k ,X均如定理 A所设 . 则

　　 N (r ,
1

f
( k+ 1) ) > (k + 1)N- (r , f ) - N ( r , f ) -

XT ( r , f ( k) ) - S(r , f (k ) ) . ( 2. 3)

　　由于

　　 T (r , f
( k)

) < (k+ 1) T (r , f ) + S( r , f )
[ 1]

,

因而 ,引理 4可变为如下形式

　　N (r ,
1

f
(k+ 1) ) > (k+ 1)N- (r , f ) - N (r , f ) - (k

+ 1)XT (r , f ) - S (r , f ) . ( 2. 4)

　　引理 5　命 f (z ) ,k ,X,a,b如引理 3所设 .若 a≠

b,则

　　N (r , f ) - kN
- (r , f )≤ N (r ,

1
f - a

) + N (r ,

1
f - b

) - N (r , 1
f

( k) ) + S( r , f ) . ( 2. 5)

　　证明　因为

　　m (r , f - a
f - b

)≤ m (r , f - a
f

(k ) ) + m (r , f
( k)

f - b
) =

m (r ,
f - a
f

(k ) ) + S (r , f ) .

由 ( 2. 2)式有

　　m (r ,
f - a
f

( k) ) = kN
- (r , f ) + N (r ,

1
f - a

) -

N (r , 1
f

(k ) ) + S(r , f ) .

由以上二式结合第一基本定理及引理 1,有

　　m ( r ,
f - b
f - a

) = m ( r ,
f - a
f - b

) + N (r ,
f - a
f - b

) -

N ( r , f - b
f - a

)+ O( 1)≤ m (r , f - a
f

(k) ) + N (r , 1
f - b

)

- N (r ,
1

f - a
) + S (r , f ) .

所以

　　m ( r ,
f - b
f - a

) ≤ kN
- (r , f ) + N (r ,

1
f - b

) -

N ( r ,
1
f

(k ) ) + S (r , f ) . ( 2. 6)

另外 ,

　　m ( r ,
f - b
f - a

) = m (r , 1+
a - b
f - a

)≥ m (r ,
1

f - a
)

- O ( 1)≥ m (r ,
1

f - a
) - m (r , f ) - O ( 1) ,

又由第一基本定理知 ,

　　m ( r ,
1

f - a
) - m (r , f ) = N (r , f ) - N (r ,

1
f - a

) + O ( 1) ,

于是由以上二式代入 ( 2. 6)式即得 ( 2. 5)式 .证毕 .

2　定理 B推出定理 A

把 ( 2. 1)式代入 ( 1. 2)式得

　　 T (r , f ) < ( 1 +
1
k

)N (r ,
1

f - a
) + ( 1 +

1
k

)N (r , 1
f

( k)
- b

) - N ( 1+ 1
f

( k) ) + 2XT (r , f ) +

S (r , f ) .

当令 a = 0,b = 1时 ,即得到 ( 1. 1)式 .证毕 .

3　定理及其证明

定理 1　命 f (z ) ,k ,X,a,b均如引理 5所设 .则

　　 T (r , f ) < 2N (r ,
1

f - a
) + N (r ,

1
f - b

) +

N ( r ,
1

f
(k)

- b
) - N (r ,

1
f

(k ) ) + (k + 1)XT (r , f ) +

S (r , f ) . ( 4. 1)

　　证明　由 ( 2. 4)式代入 Milloux定理 [ 1, 2]后得

　　 T (r , f ) < N (r , 1
f - a

) + N (r , 1
f

( k) - b
) +

N ( r , f ) - kN- (r , f ) + (k+ 1)XT (r , f ) + S (r , f ) .

( 4. 2)

由 ( 2. 5)式代入 ( 4. 2)式 ,即得到 ( 4. 1)式 .证毕 .

　　定理 2　命 f (z ) ,k ,X,a ,b均如定理 1所设 .则

　　 T (r , f (k ) ) < N (r ,
1

f - a
) + N (r ,

1
f - b

) +

N ( r , 1
f

(k )
- b

) + XT (r , f (k) ) + S(r , f ( k) ) . ( 4. 3)
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　　证明　对函数 f
( k) (z )与三个复数 0,b,∞应用

Nevanlinna第二基本定理 ,则

　　 T (r , f
(k )

) < N
- (r , f ) + N (r ,

1
f

(k) ) + N (r ,

1
f

(k )
- b

) - N (r ,
1

f
( k+ 1) ) + S (r , f

(k)
) .

以 ( 2. 3)式代入上式得

　　 T (r , f
(k)

) < N (r , f ) - kN
- ( r , f ) + N (r ,

1
f

( k) )

+ N (r ,
1

f
(k )

- b
) + XT (r , f

(k )
) + S (r , f

(k)
) . ( 4. 4)

由 ( 2. 5)式代入 ( 4. 4)式 ,并注意到文献 [2 ]中引理 5

及 m ( r , f ( k) /f ) = S (r , f ) ,易推得 ( 4. 3)式成立 .证

毕 .

由定理 1和定理 2易推出以下定理成立 .

定理 3　 命 f (z ) ,k ,a ,b,X均如定理 1所设 .若

f (z )的极点重数不超过 k ,则

( 1) T (r , f ) < N (r ,
1

f - a
) + N (r ,

1
f

(k) - b
)+

(k+ 1)XT (r , f ) + S (r , f ) ;

( 2) T (r , f (k ) ) < N (r ,
1

f
(k ) ) + N (r ,

1
f

(k ) - b
) +

XT ( r , f ( k) ) + S(r , f (k ) ) .

它们的亏量和分别为

　　 1)W(a , f ) + Wr (b, f
( k)

)≤ 1

其中

Wr (b, f (k ) ) = 1 - lim
r→∞

N (r , 1
f

(k )
- b

)

T (r , f )

　　 2)W( 0, f
(k )

) + W(b, f
( k)

)≤ 1.

　　注: 对于极点重数为有限的一类超越亚纯函数

而言 ,定理 3的结果是精确的 .那么 ,当 f (z )为任意

超越亚纯函数 ,T(z ) ,U(z )为任两个判别亚纯函数且

　　 T (r ,T) = 0{T (r , f ) } ,

　　 T (r ,U) = 0{T (r , f ) } ,

k为自然数 .则是否以下两式总是成立?

　　 T (r , f ) ( 1 - 0( 1) ) < N (r , 1
f - T

) + N (r ,

1
f

(k ) - U
) ,　 r E;

　　 T (r , f ( k) ) ( 1 - 0( 1) ) < N (r ,
1
f

(k ) ) + N (r ,

1
f

(k ) - U
) ,　 r E.

其中 , E表示测度有穷的 r值集 .
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