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摘要　应用构造 Liapunov函数的方法 , 在限制条件较弱的情形下 , 研究了一类非线性系统周期解的存在性 .
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Abstract　 The existence of periodic solutions fo r som e non linear second di fferentia l system

under w eaker condi tions is discussed by using the method of Liapunov function.
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　　在工程技术中经常出现二阶非线性周期系统 .本

文考虑下述非线性系统

　　
x = h( y ) - f (x , y ) + p ( t )

y = h (x , y ) - g ( x ) + q( t )
( 1)

周期解的存在性 .假设系统 ( 1)中所出现的函数均连

续且满足解的存在唯一性条件 , p ( t ) ,q ( t )均为 t的k

周期函数 .特殊地 ,当 h (x , y ) = 0, p ( t ) = 0, f (x ,

y ) = f ( x )时 ,文献 [1]在 g′( x ) > 0,|x|≤ |g ( x )|,

f′( x ) > 0,当 |x|≥ a > 0,k′≤
h(y )
y

≤ k (y≠ 0, 0

< k′< k < 2k′)的限制条件下应用构造闭曲线围成

的有界域 ,限制系统的解在有界域内的定性方法 ,研

究了系统周期解的存在性 .本文应用构造 Liapunov

函数的方法 ,在限制条件较弱的情形下 ,研究了系统

( 1)周期解的存在性 .不仅把文献 [1]研究的系统推

广到更一般的情形 ,而且证明也很简洁 ,文献 [2]可

以作为本文的特例 .

记　H( y ) =∫
y

0
h(u ) du , G( x ) =∫

y

0
g (u )du , _ =

m ax {p- ,q-} ,其中 p
- = sup

0≤ t≤k
|p ( t )|,q-= sup

0≤t≤k
|q( t )|.

　　为着证明的方便 ,我们先叙述下述定理 .

考虑系统

　　
x = f ( t , x , y )

y = g ( t ,x , y )
( 2)

这里 f ( t ,x , y ) ∈ C ( I× R
2 , R ) , g ( t ,x , y ) ∈ C ( I×

R
2 , R ) .

　　定理 1　假设存在定义在 0≤ t≤+ ∞ ,|x|+

|y|> K上的 Liapunov函数 V ( t , x , y ) ,这里 K可能

是很大的 ,它满足下述条件

( i) V ( t ,x , y )当|y|→ ∞时对 ( t , x )一致趋于无

穷大 ;

( ii) V ( t , x , y ) ≤ b (|x|,|y|) ,这里 b( r , s )是连

续的 ;

( iii )V ( 2) ( t ,x , y ) ≤ 0;

并设对应于每个 M> 0,存在定义在 0≤ t≤ ∞ ,

|x|≥ K 1 (M ) ,|y|≤ M上的 Liapunov函数 W ( t ,x ,

y ) ,这里 K 1可能是很大的 ,它满足条件

( iv )W ( t , x , y )当|x|→ ∞时对 ( t ,y )一致趋于

无穷大 ;

( v )W ( t ,x , y ) ≤ c(|x|) ,这里 c(r )是连续的 ;

( vi )W ( 2) ( t ,x , y ) ≤ 0.

则系统 ( 2)的解是一致有界的 .如果 ( 2)是k周

期系统 ,则系统 ( 2)存在k周期解 .

证明　见文献 [3]定理 8. 9及推论 15. 1.

现在假设下述条件成立

(Ⅰ )存在连续函数 f 1 ( x ) , f 2 (x )使对任意的 y

有 f 1 ( x ) ≤ f (x , y ) ≤ f 2 (x ) ,且 lim
x→+ ∞

f 1 (x ) = + ∞ ,
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lim
x→ -∞

f 2 (x ) = - ∞ .

(Ⅱ )存在常数 L > 0使|x|> L时有 xg ( x ) >

0,x f 1 (x ) > 0.

(Ⅲ )存在常数 N > 0,使|y|> N时对任意的 x

有|h (x , y )|≥_ ,且|y|≤ |h( y )|.对 y≠ 0有 yh (x ,

y ) < 0对任意的 x成立 ,且H( y ) =∫
y

0
h(u) du > 0.

定理 2　假设条件 (Ⅰ )、 (Ⅱ )、 (Ⅲ )成立 ,则系统

( 1)存在k周期解 .

证明　 由条件 (Ⅰ ) ,可以选取一个适当的正数

A(无妨设 A > L ) ,再选取一个正数 B (B
2

> 4( 1+

_ ) A且 B > N ) ,使得当 x > A且|y|≤ B时有 { f (x ,

y ) - 〔_ + A ( 1+ _ )〕}g (x ) ≥ _|h( y )|+ _

A ( 1+ _ ) .这是因为当 x > A时 ,由条件 (Ⅱ )知

g (x ) > 0, f ( x , y ) > f 1 ( x ) > 0,注意到 lim
x→+ ∞

f 1 (x )

= + ∞ ,因此只要 A取得适当大 ,必有 f (x , y ) > _ +

A ( 1+ _ )且 f ( x , y )g ( x )可以足够大 .此时|y|≤

B ,则|h(y )|有界 .因此当 x > A ,|y|≤ B时 ,不等式

{ f ( x , y ) - 〔_ + A ( 1+ _ )〕}g (x ) ≥ _|h( y )|+

_ A ( 1+ _ )可以满足 .而当 x < - A时 ,由 xg (x )

> 0知 g (x ) < 0, 又由于 f ( x ,y ) ≤ f 2 (x ) , 而

lim
x→ -∞

f 2 (x ) = - ∞ ,故知对上述适当大的 A有 f (x ,

y ) < 0且 f (x , y ) g( x )足够大 ,对|y|≤ B能保证不

等 式 { f (x , y ) - 〔_ + A ( 1+ _ )〕}g ( x ) ≥

_|h(y )|+ _ A ( 1+ _ )成立 .而当|x|≤ A时 ,由

f 1 ( x ) ≤ f (x , y ) ≤ f 2 (x ) .知 f (x , y )有界 , g (x )也

有界 .因此只要常数 B选得适当 ,不等式 _ |g ( x )|+

|g (x ) f (x , y )|+ ( 1+ _ )|f ( x ,y )|+ _ ( 1+ _ ) <

B能满足 .现在考虑函数 U ( t ,x , y ) = H( y ) + G(x ) ,

再定义

V ( t , x , y ) =

U ( t , x , y )　　　　　　　　　　 (x ≥ A ,|y| <+ ∞ )

U ( t , x , y ) - ( 1+ _ ) (x - A ) 　　 (|x|≤ A , y≥ B )

U ( t , x , y ) + 2A ( 1+ _ ) 　　　　 ( x ≤ A , y≥ B )

U ( t , x , y ) +
2A ( 1+ _ )

B
y 　　 ( x ≤ A , 0≤ y≤ B )

U ( t , x , y ) -
2A ( 1+ _ )

B
y 　 ( x ≤ A , B≤ y ≤ 0)

U ( t , x , y ) - 2A ( 1+ _ )　　　　 (x ≤ A, y ≤ B )

U ( t , x , y ) + ( 1+ _ ) (x - A ) 　 (|x|≤ A , y≤ B )

由正数 A , B 的选取可知 ,当|x|> A时 G(x ) >

0,而当 B≤ |y|≤ |h(y )|时 ,由 B
2

> 4( 1+ _ ) A知

H( y ) =∫
y

0
h(u )du≥

1
2
B

2
> 2( 1+ _ ) A , 易见H( y )

→+ ∞ (|y|→ ∞ ) ,因而 V ( t , x , y )满足定理 1中的

条件 ( i ) , ( ii ) .我们指出 ,条件 ( iii)也满足 ,这是因为

　　 1)当 x ≥ A ,|y| <+ ∞时

V
 

( 1) ( t ,x , y ) = h(y )〔h (x , y ) - g (x ) + q( t )〕+

g (x )〔h( y ) - f (x , y ) + p ( t )〕 = h(y )h (x , y ) +

h( y )q( t ) - f (x , y )g (x ) + g ( x )p ( t )

考虑两种情形:当 x ≥ A , B≤ |y| <+ ∞时由条件

(Ⅲ )知 yh (x , y ) < 0故 y与 h ( x ,y )异号 ,又由H( y )

> 0知 y与h( y )同号 ,从而h( y )h ( x , y ) < 0,又注意

到 B≤ |y|时 ,|h (x , y )|≥ _ ,从而|h( y )h ( x , y )|≥

_|h( y )|,即h( y )h (x , y ) + _|h( y )|≤ 0,因此

　　 V
 

( 1) ( t ,x , y ) ≤ - f (x , y ) g (x ) + _ g (x ) < 0.

　　而当 x ≥ A ,|y|≤ B时 ,由上述讨论 ,|h( y )|有

界 , f (x , y ) g (x )足够大 ,h(y )h ( x , y ) < 0,明显地也

有　V
 

( 1) ( t , x ,y ) ≤ h(y )h ( x , y ) + _|h( y )|- f (x ,

y ) g (x ) + _ g (x ) < 0.

　　 2)当|x|≤ A , y≥ B时 ,注意到 y≤ h( y ) ,故有

V
 

( 1) ( t ,x , y ) = h( y )h (x , y ) + h( y )q ( t ) - f (x ,

y ) g (x ) + g ( x )p ( t ) - ( 1+ _ )〔h(y ) - f ( x ,y ) +

p ( t )〕 ≤ h( y )h (x , y ) + _h( y ) - f (x , y ) g (x ) +

_|g (x )|- h( y ) - _h( y ) + ( 1+ _ )|f (x , y )|+ ( 1

+ _ )_ ≤ - f (x , y ) g (x ) + _|g ( x )| + ( 1 +

_ )|f ( x , y )|+ _ ( 1+ _ ) - B < 0.

　　 3) 当 x ≤ - A , y ≥ B 时 , 由上述讨论知

h( y )h (x , y ) ≤ - _h( y ) ,而 f ( x , y )g (x )足够大 ,因

此

　　 V
 

( 1) ( t , x , y ) = h( y )h ( x , y ) + h( y )q( t ) - f (x ,

y ) g (x )+ g ( x )p ( t )≤ h( y )h ( x ,y )+ _h( y ) - f (x ,

y ) g (x ) + _|g ( x )| < 0.

　　 4)当 x ≤ - A , 0≤ y ≤ B时 ,我们有

　　 V
 

( 1) ( t ,x , y ) = h( y )h (x , y ) + h( y ) q( t ) -

g (x ) f ( x ,y ) + g (x ) p ( t ) +
2A ( 1+ _ )

B
〔h (x , y ) -

g (x ) + q ( t )〕 = 〔h( y ) +
2A ( 1+ _ )

B
〕h (x , y ) +

h( y )q( t ) - g ( x ) f ( x , y ) -
2A ( 1+ _ )

B
g ( x ) +

g (x ) p ( t ) +
2A( 1+ _ )

B
q( t )

注意到 0≤ y≤ B时 ,h( y ) ≥ 0而 h (x , y ) ≤ 0故知

〔h( y ) +
2A ( 1+ _ )

B
〕h( x , y ) ≤ 0,又由 B

2
> 4( 1+

_ ) A知 B > 2 A ( 1+ _ ) ,从而有

　　 V
 

( 1) ( t ,x , y ) ≤ h( y )q( t ) - g ( x ) f ( x ,y ) +

2A ( 1+ _ )
B

|g (x )|+ _|g (x )|+
2A ( 1+ _ )_

B
≤

_h( y ) + _ A ( 1+ _ ) - g (x ) f ( x , y ) + 〔_ +

A ( 1+ _ )〕|g ( x )|≤ 0.

　　 5)当 x ≤ - A , - B≤ y≤ 0时与情形 4的讨论
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相同也有 V
 

( 1) ( t ,x , y ) ≤ 0.

　　 6)当 x ≤ - A , y≤ - B时与情形 3的讨论相同

也有 V
 

( 1) ( t ,x , y ) ≤ 0.

　　 7)当|x|≤ A , y≤ - B时与情形 2的讨论相同

也有 V
 

( 1) ( t ,x , y ) ≤ 0.

故定理 1的条件 ( iii )满足 .对适当的 K 1 ,选取对于

|x|≥ K 1 (M )和|y|≤ M有定义的 W ( t ,x , y ) =

|x|,易见 W ( t ,x , y )满足定理 1的条件 ( iv )和 (v ) .事

实上 ,条件 ( iv )也满足 .因为|y|≤ M时 ,h( y )有限 ,

而 f 1 ( x ) ≤ f (x , y ) ≤ f 2 (x ) ,且 lim
x→+ ∞

f 1 ( x ) = + ∞ ,

lim
x→ -∞

f 2 (x ) = - ∞ ,因此只要 K 1取得适当大 ,当 x≥

K 1时有 W
 

( 1) ( t ,x , y ) = x
 = h( y ) - f (x , y ) + p ( t )

< 0,当 x≤ - K 1时 ,W ( 1) ( t , x , y ) = - x
 = - h( y )+

f (x , y ) - p ( t ) < 0也成立 .注意到系统 ( 1)是k周期

系统 ,利用定理 1即知系统 ( 1)存在 k周期解 .

例　考虑系统

　　

x
 = y

3
+ ( 1 -

3
4 ) y+

3
8 co s y

　　 - x
5 + sin x y+ sin t

y
 = - y

3
- y co s

2
x - x - xe

- x2

+ cos t

( 3)

这里h( y ) = y
3+ ( 1 - 3

4
) y+ 3

8
cos y ,H( y ) =

1
4
y

4+ (
1
2

-
3

8
)y2 +

3
8

sin y > 0(y ≠ 0)且

H(y ) → ∞ (|y|→ ∞ ) ,h (x , y ) = - y
3

- y cos
2
x满

足 yh (x , y ) = - y
4 - y

2 cos2
x ≤ 0且当|y|≥ 1时

|h ( x ,y )|≥ 1 = _ , f (x , y ) = x
5 - sin x y ,易见

f 1 (x ) = x
5

- 1≤ f (x , y ) ≤ x
5
+ 1= f 2 (x ) , g (x )

= x+ x e- x
2

满足 xg (x ) = x
2+ x

2 e- x
2

> 0.由定理

1可知系统 ( 3)存在 2c周期解 . 我们指出 , 文献 [1,

2 ] 的方法均不能判定系统 ( 3) 周期解的存在性 .
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