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Abstract　 QR-metho d, based o n cubic B-spline function a nd the principle o f minimum total po-

tential energy , fo r a nalysis o f the co ntinuous box -girder bridges is presented. This method has

g reat adv antag es ov er the fini te elem ent method and the fini te st rip method. It can be ea si ly ca r-

ried out o n a microco mputer.
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bridges, Q R-m ethod, spline function metho d
摘要　提出以 3次 B样条函数及最小势能原理建立的连续箱型梁桥分析的 Q R法。该法比有限元法及有限条法

优越 , 很容易在微机上实现。
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　　 The co ntinuous box -girder bridg es contain bo th

st raig ht and curv ed co ntinuous bo x-girder bridg es,

w hich play a n im po rtant pa rt in bridg e engineeing s.

Numerical metho ds may be used to analy ze continu-

ous box -girder bridg es. If the finite elem ent metho d

is used for a naly zing the continuo us box-girder

bridg es, the unknow n num bers are so la rg e tha t a

la rg e co mputer is need a nd co mputing co sts so ex-

pensiv e. In this paper, w e present a new method,

called QR-method, fo r analy sis of the co ntinuous

box -girder bridges. It is based o n spline functio n

m ethods. This method has no t only adv antag es o f

the fini te elemnent method and the fini te st rip

m ethod, but also is superio r to them. The main ad-

va ntag es o f this method are few number of un-

kno w ns, simple prog ram, few input da ta, sho rt tim e

o f com puting, low storage, higher accuracy and

w ide applicabili ty , and i t can be easily carried o ut

w ith a microcom puter to solv e the la rg e complex

problems.

This paper aims to introduce briefly the funda-

mentals and a pplicatio ns o f QR-method in the analy-

sis of co ntinuous box -girder bridg es. This paper

contains static analysis, dynamic analy sis a nd stabil-

i ty analysis.

Fig. 1　 Co ntinuo us bo x-girder bridge

1 Displacement funtions

　 　 Fig . 1 is a computational

pat tern of continuo us box -gird-

er bridg es, it s cro ss section is

box sectio n as show n in Fig. 2.

If u ,v ,w a re respectiv ely the

displacements in di rectio ns x ,

y

z

Fig . 2　 Bo x -sectio n

y , z , then displacement functions of this st ructure

may be expressed by

　　 u = ∑
r

m= 1
[H( x ) ] {u }mXm ( y )X m (z )

　　 v = ∑
r

m= 1
[H( x ) ] {v }mYm ( y )Ym (z )
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　　w = ∑
r

m= 1
[H( x ) ] {w }mZm ( y ) Zm (z ) ( 1)

w here　 [H( x ) ] = [H0 ( x ) ,H1 (x ) ,… ,HN (x ) ]

　　　 {u }m = [u0 ,u1 ,u2 ,… ,uN ]
T
m

　　　 {v }m = [v 0 ,v1 ,v2 ,… ,vN ]
T

m

　　　 {w}m = [w0 ,w 1 , w 2 ,… ,wN ]
T
m

in w hich
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i - 1)　　 i = 0, 1, 2,… , N ( 2)

　　Hi (xk ) =
1　　 i = k

0　　 i≠ k
( 3)

w hereh3 (x ) is cubic B-spline function
[ 1] , h = xi+ 1 -

xi ; X m , Ym , Zm a re the or thogo nal functions satisfied

the bo undry condi tio ns at two oppo si te sides in y -

directio n o r z -direction. Fro m the above men-

tioned, w e can obtain

　　 {V } = [N ] {W} ( 4)

w here　 {V } = [u, v , w , θx , θy ]T

　　　 [N ] = [ [N ]1 , [N ]2 ,… , [N ]r ] ( 5)

　　　 {W} = [ {W}
T

1 , {W}
T

2 ,… , {W}
T

r ]T

　　　 {W}m = [{u }
T
m , {v }

T
m ,… , {w }

T
m ]

　 [N ]m =

[H]Xm ( y )Xm (z ) [0 ] [0 ]

[0 ] [H]Ym ( y )Ym (z ) [0 ]

[0 ] [0 ] [H]Zm (y ) Zm (z )

[0 ] [0 ] [H ]Z′m ( y) Zm (z )

[0 ] [0 ] [j]Zm ( y )Zm (z )

( 6)

in w hich　 [j] = [j0 (x ) ,j1 (x ) ,… ,jN ( x ) ]
T

　　　j0 = -
1
h

(H0 +
1
2
H1 )

　　　j1 =
1
h

(H0 -
1
2H2 )

　　　ji =
1

2h
(Hi- 1 - Hi+ 2 )　 i = 2, 3,… , N - 2

　　　jN - 1 =
1
h

(
1
2

HN - 2 - HN )

　　　jN =
1
h

(
1
2

HN - 1 + HN ) ( 7)

w hereHi can be determined by eq. ( 2) . Fro m eq. ( 1)

and eq. ( 3) , w e can obtain follow ing fo rms:

　　 ui = ∑
r

m= 1

uimXm (y )Xm (z )

　　vi = ∑
r

m= 1
vimYm ( y ) Ym (z )

　　wi = ∑
r

m= 1
wim Zm ( y ) Zm (z )　 i = 0, 1, 2,… , N ( 8)

w hereui ,vi and wi are the displacements at x = xi .

From eq. ( 8) , w e m ay o btain:

　　 {V }i = [N ]i {W} ( 9)

w here　 {V } i = [ui , vi , wi ,θxi ,θyi ]T

　　　 {W} = [ {W}
T

1 , {W}
T

2 ,… , {W}
T

r ]
T

　　　 [N ]i = [ [N ]1 , [N ]2 ,… , [N ]r ] ( 10)

in w hich　 {W}m = [{u}
T
m , {v }

T
m , {w }

T
m ]

T

　　 [N ]m =

[X ]im [0] [0 ]

[0] [Y ]im [0 ]

[0] [0] [Z ]im

[0] [0] [Z′]im

[0] [0] [Z ]im [Q ]
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1
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　 0　
- 1
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( 11)

w here　 [A ]im = [0,… , A im ( y ) Aim (z ) , 0,… ] ,

　 A = X ,Y , Z ( 12)

　　　 [Z′]im = [0,… , Z′im ( y ) Zim (z ) , 0,… ] ( 13)

2　QR-method

If w e make the plates o f bo x-girder bridge into

rectangular mesh o r t riang ula r mesh ( Fig. 1 and

Fig. 2) , then the functio nal o f to tal po tential energ y

of elemets is

　　 ∏ e
=

1
2

{V }
T

e [k ]e {V }e - {V }
T

e { f }e ( 14)

w here [k ]e and {f }e are respectiv ely the stif fness ma-

trix and the load vecto r of pla ne-shel l elem ent , {V }e

is the nodal displacement v ector of the element , or

　　 [V ]e = [N ]e {W}e ( 15)

in w hich

　　 [N ]e = [ [N ]
T

A , [N ]
T

B , [N ]
T

C , [N ]
T

D ]T ( 16)

for the rectangular element wi th 4-nodes ( Fig. 3) .

　　 [N ]e = [ [N ]
T

A , [N ]
T

B , [N ]
T

C ]T ( 17)

for the triang ula r elem ent wi th 3-nodes ( Fig. 4) .
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[N ]A is the value a t point A of [N ]i , i t can be de-

termined by eq. ( 4) or eq. ( 9) , or [N ]A = [N ( A) ] ,

[N ]A= [N ( A ) ]i . Substi tuting eq. ( 15) into eq. ( 14)

m ay o btain

　　 ∏ e
=

1
2

{W}
T

[G ]e {W} - {W}
T

{F }e ( 18)

w here　 [G ]e = [N ]
T
e ( [T ]

T
[k ]e [T ] ) [N ]e ,

　　　 {F }e = [N ]
T

e [T ]
T

{ f }e ( 19)

w here [T ] is coo rdinate transforma tion matrix of el-

ements. Since the functio nal o f to tal energ y of the

box -girder bridge ( Fig . 1 and Fig. 2) may be deter-

mined by

　　 ∏ = ∑
M

e= 1
∏ e ( 20)

Substi tuting eq. ( 18) into eq. ( 20) may o btain

　　 ∏ =
1
2

{W}T [K ] {W} - {W}T { f } ( 21)

w here　 [K ] = ∑
M

e= 1
[G ]e　 { f } = ∑

M

e= 1
{F }e ( 22)

Using the va ria tion principle, w e o btain

　　 [G ] {W} = { f } ( 23)

This is the sti ffness equa tio n of continuo us bo x-

girder bridg e ( Fig. 1 and Fig. 2) .

From the abv o e mentioned w e may kno w tha t

eq. ( 23) is buil t up f ro m the elements of co ntinuous

box -girder bridge, nev ertheless i ts number of un-

kow ns has no thing to do wi th the num ber of nodes

o f m esh of bo x-girder bridge, i t i s only relev ant to

the collo cation points and r . Thus, the unkno w n

numbers o f eq. ( 23) a re very small. Eq. ( 22) ca n di-

rectly superpo se, w ith no ex tension. The abov e

m ethod is called Q R-m ethod.

· ·

· ·

· 　　

·
·

Fig. 3　 Rectang ular elemen t Fig. 4　 Triang ular elemen t

3　 Dynamic analysis of structures

The dy namic equatio ns o f co ntinuous box-gird-

er bridg e may be established by Q R-m ethod. From

here w e ca n o btain

　　 [M ] {W } + [C ] [W ]+ [K ] [W] = {P } ( 24)

This is the dy namic equation o f continuo us bo x-

girder bridg e, where [M ] , [C ] a nd [K ] are respec-

tiv ely the mass matrix , damping m atrix and sti ffness

ma trix o f the st ructures. {W } , {W } , {W} and {P } are

respectiv ely the acceleratio n v ector, v elocity vecto r,

displacement v ector and disturbed force v ecto r of

the st ructures, and they are all the time 's function.

If {P } = { 0} , [C ] = [0 ] , then, eq. ( 24) beco mes

　　 [M ] {W } + [K ] [W] = { 0} ( 25)

This is the dynamic equatio n of f ree vibratio n of the

st ruct rues. Let

　　 {W} = {W* } sin(kt+ T) ( 26)

Substuting eq. ( 25) , w e ca n o btain

　　 [K ] {W* } - k2 [M ] {W* } = { 0} ( 27)

w herek and {W
*

} are respectiv ely the natural f re-

quency and the v ector of am plitudes of vibra tio n

mo des of st ructures, they can be determined by eq.

( 27) .

The dynamic response of st ructures can be de-

termined by the solutio n o f eq. ( 24) . The so lutio n

ca n be solved by spline w eig hted residual method.

From here w e had established the com putatio nal

schem es o f co ndi tio nal stabili ty and unco ndi tio nal

stabi li ty
[2 ]

. They are all adapta ble for analysis of

the linear problem s and the no nlinear problem s of

the sructures.

4　 Stability analysis

The stability equa tion o f co ntinuous bo x-girder

bridg e may be established by QR-metho d fro m

here, w e ca n o btain

　　 ( [K ] - λ[H ] ) {W} = { 0} ( 28)

This is the eigen equation of stability o f contin-

uous box -girder bridg e, where is the eig envalue,

[K ] and [H ] are respectively stif fness matrix and

g eo metrical stif fness ma trix of co ntinuous bo x-gird-

er bridg e.

The critical load of continuous bo x-girder

bridg e can be determined by eq. ( 28) .

5　 Curved box-girder bridge

Fig. 5 is a computational pat t tern o f curv ed co n-

tinuous box -girder bridg e, it s displacem ent functions

may be expressed by

u = ∑
r

m= 1

[H(s ) ] {u }mXm ( y )X m (z )

　　 v = ∑
r

m= 1
[H(s ) ] {v }mYm ( y ) Ym (z )

　　 w = ∑
r

m= 1

[H(s ) ] {w }mZm ( y )Ym (z ) ( 29)
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w here

　　 Hj (s ) = 10
3

h3 ( s
h

- i ) - 4
3
h3 ( s

h
- i - 1

2
) -

4
3

h3 (
s
h

- i -
1
2

) +
1
6
h3 (

s
h

- i+ 1) +
1
6

h3 (
s
h

-

i - 1)　　 i = 0, 1, 2,… , N ( 30)

in which h = si+ 1 - si i s curv ed co ordinate. Fro m the

above memtio ned w e may kno w that curv ed continu-

ous box-girder bridge ma y be analysed by eq. ( 1) to

eq. ( 28) , if w e replace x by s

　　 Fig. 5　 Curv ed co ntinuous bo x -girder bridge

6　 Computational example

Fig. 6 is a co ntinuous box -girder bridg e. The re-

sul ts are analysed by Q R-method ( table 1) .

Table 1　 Vertical displacement w

No des w N odes w

1 1. 92 5 1. 92

2 2. 12 6 1. 94

3 2. 84 7 1. 91

4 2. 12 8 1. 94

A|　
o

　
o
o A|　

o
o

45m 25m 25m

1
·

　 2
·

　 　 3
·

　 　 4
·

　 5
·

　

　　　　　　　　　 4m

　
　

6　
·

　　 7
·

　 　　
·

8　
　

　1m 4m 1m

A- A

· · · ·

　　 Fig. 6　 Box -gir de r bridg e with tw o spa ns
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用的载体是光子 , 强作用力载体是胶子 , 弱作用力的载体是 W

粒子和 Z粒子。但是 , 还没有人能够把引力纳入这一理论框架

之内。据推测 , 引力必须由叫做引力子的粒子加以运载 , 但是

事实已经证明 , 要让这些粒子符合量子场论是不可能的。

不过 , 引力可以利用超弦论、 即 M理论 , 以完全不同的弦

和膜的词汇来加以描述。 马尔达塞纳的推测认为 , 在量子场和

弦论这两种貌似互不相容的世界观之间 , 可能存在着一种深藏

不露的联系。理论物理学家们近期内发表的 100多篇论文对他

的这一推测进行了阐述。

新泽西州普林斯顿高级研究所的理论物理学家内森· 西

伯格说: “这是一种极其激动人心的说法。” 马尔达塞钠提出的

假设性联系 , 不仅拉近了引力和其他作用力的距离 , 而且可能

会提供一种新的有力的计算工具 , 从而帮助解开粒子物理学的

难题。

弦论的提出与发展

弦论最早是在 60年代末 70年代初提出的 , 当时是想用它

解释强作用力 , 但没有成功。后来提出的量子色动力学 ( Q CI)

成功地解释了强作用力 ,并被纳入 “标准模型”。“标准模型” 是

一系列量子理论的集合 , 对强作用力、 弱作用力及电磁作用进

行了统一的描述 , 但是对引力的解释却仍然没有着落。

不过并不是每个人都对弦论感到绝望。 70年代中期 , 施瓦

茨和约埃尔· 舍克两位物理学家设法把弦论的一个破绽变成

了一个优点: 或许方程中始终存在的引力子并非出于偶然。或

许他们所看到的并不是强作用力的模型 , 而是引力的模型——

一种以公式表达爱因斯坦相对论的新方法。如果引力可以用弦

论来解释 , 那么也许其他作用力也可以用这一方式重新表达。

这样 , 所有的作用力就会统一在同一个理论体系下。

在此前后 , 从事弦论研究的物理学家发现 , 他们可以把这

一理论所需的时空维数从原先的 26个减少到 10个。在这一过

程中 , 当弦论被赋予一种叫做超对称性的假定性质时 , 它的名

字便变成了超弦论。超对称性是指运载力的粒子 (如胶子 ) 和

构成物质的粒子 (如夸克 ) 紧密地结合在一起。

10个维对于物理学家来说仍嫌过多。利用这么多的维 , 看

来物理学家有可能构造出数目无限的各种 10维弦论假想。 他

们又如何知道其中哪一种假想可以对宇宙作出解释呢? 弦论研

究在 80年代中期 (第一次革命 )取得了重大突破。当时 , 物理

学家证明在所有可能的弦论假想中 , 只有 5种在数学上是站得

住脚的 , 其余的因种种漏洞而不攻自破 , 但即使这样也还是多

出了 4种假想。更糟的是 , 想把 6个额外的维 “卷起来” , 以便

得到描述 4维世界的假想 , 其方法仍然有成千上万种之多。

少数弦论研究者仍然顽强地保持着乐观。弦论界新秀爱德

华· 威滕浪漫地称这门学科 “本应属于 21世纪的物理学 ,却意

外地掉到了 20世纪”。在经过很长一段时间的埋头研究后 , 他

们迎来了 90年代中期的第二革命。他们发现 , 在众多掩盖多

(下转第 272页 Continue o n pag e 272)
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