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摘要　用因式分解法找到 Kra tzer振子的径向阶梯算符 , 用于计算能谱和径向本征函数 , 并给出归一化系数的

一般公式 .
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Abstract　 Radial ladder operato rs of the Kratzer oscillator a re found by factoring the radial

Schro dinger egua tion o f the system. Eigenvalues of the energy and radial eigenfunctions of the

egua tion a re calculated w ith the ladder opera to rs. General fo rmulas of the normalizing factors

are giv en as w ell.
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　　 A· Kratzer曾用如下势函数
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研究双原子分子的振动—— 转动谱 , 取得相当好的

结果〔 1〕 .在式 ( 1)中 , r是原子核间距离 ,a是平衡距

离 , D> 0是平衡距离处势阱的深度 . Kra tzer振子的

径向 Schro dinger方程是
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其中 l = 0, 1, 2,… 是角量子数 ,_ 是双原子折合质
量 , E是相对运动能量 (对于束缚态 , - D < E < 0) .

方程 ( 2)有精确解 ,其级数解法是人们熟悉的〔1〕 .

近年来 ,许多国内外作者用阶梯算符法求解具有

分立谱的 Sch ro dinger方程 ,使量子体系的求解过程

变得简洁优美
〔 2～ 6〕

.可是 ,在现有文献中尚未见到

Kra tzer振子的阶梯解法 .本文讨论方程 ( 2)的阶梯算

符 ,用于计算能谱和径向本征函数 ,并给出归一化系

数的一般公式 .

为了方便 ,作如下变换 ,令
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利用式 ( 3) ～ ( 8) ,可将方程 ( 2)变为
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用 x
2
左乘方程 ( 9) ,可得
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因为 D > 0, - D < E < 0,U> 0,V> 0, l = 0, 1, 2,

… ,所以有 0 < U< V,X> 0是与能量有关的参数 ,λ
> 1是与角动量有关的参数 .

1　λ的阶梯算符

　　将方程 ( 9)左边的二阶微分算符进行因式分解 ,

可得到两伙伴方程
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　　定义算符
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且令系数
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1
4
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则伙伴方程 ( 11)和 ( 12)变为

　　 (BXλ)+ (BXλ) - uXλ( x ) = bXλuXλ(x ) , ( 16)

　　 (BX,λ+ 1 ) - (BX,λ+ 1 )+ uXλ( x ) = bX,λ+ 1uXλ( x ) . ( 17)

　　用 (BXλ) - 和 (BX,λ+ 1 )+ 分别左乘方程 ( 16)和 ( 17)
两边 ,得到

　　 (BXλ) - (BXλ)+ 〔 (BXλ) - uXλ( x )〕 = bXλ〔 (BXλ) -

uXλ( x )〕 , ( 18)

　　 (BX,λ+ 1 )+ (BX,λ+ 1 )- 〔 (BX,λ+ 1 )+ uXλ(x )〕 =

bX,λ+ 1〔 (BX,λ+ 1 )+ uXλ( x )〕. ( 19)

　　将方程 ( 18)和 ( 19)分别与方程 ( 17)和 ( 16)对

比 ,容易看出
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-
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　　 (BX,λ+ 1 )+ uXλ( x ) = b
+
X,λ+ 1 uX,λ+ 1 (x ) , ( 21)

其中 b
-
Xλ和 b

+
X,λ+ 1是与归一化有关的系数 .所以 , (BXλ)+

是对λ的升算符 , (BXλ) - 是对λ的降算符 .

2　能量本征值

　　由式 ( 16)可知 ,λ越大 , l就越大 ,双原子分子转

动能量也就越大 .可是 ,对于束缚态 ,转动能量不能任

意大 ,否则体系将解体 ,因此λ必有上限 .设对于一定

的X存在λ的最大值λ′,即不存在λ> λ′的态 ,则必有
如下关系
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　　用 (BX,λ′+ 1 ) - ,左乘方程 ( 22) ,并利用方程 ( 17)和

式 ( 15) ,有

　　 (BX,λ′+ 1 ) - (BX,λ′+ 1 )+ uXλ′( x ) =
1
4
〔(
X
λ′
) 2 -

1〕uXλ′(x ) = 0. ( 23)

因为 uXλ′(x )≠ 0,所以根据方程 ( 23) ,必须有
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由方程 ( 24)解得

　　λ′= - X, (舍去 ,因不满足 λ′> 1) ,

　　λ′= X. ( 25)

　　根据式 ( 25)和 ( 20) ,当X一定时λ的可能取值为
　　λ= X- n ,　n = 0, 1, 2,… . ( 26)

　　由式 ( 26)、 ( 6)、 ( 5)和 ( 3) ,可求出 Kra tzer振子

的能量本征值
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式 ( 27) 与级数解法的结果相同〔 1〕 .

3　系数 b
+
ελ和 b

-
ελ

　　 为了确定系数 b
+
Xλ和 b

-
Xλ ,首先需明确波函数

uXλ( x )的正交归一关系 .根据波函数 RXλ( r )的正交归

一关系 ,利用式 ( 7)和 ( 8)可得
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然后需计算升降算符 (BXλ)+ 和 (BXλ) - 的厄密共轭 .为

此需计算 (
d
dx
)的厄密共轭 .设 f ( x )和 g (x )是满足

边界条件的任意波函数
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可见 , (
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)的厄密共轭是
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根据式 ( 29) , (BXλ)+ 和 (BXλ) - 的厄密共轭是
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　　 分别求式 ( 20)和 ( 21)的模方 ,利用式 ( 31)和
( 30)以及方程 ( 16)和 ( 17) ,有
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由式 ( 32)、 ( 33)和 ( 15) ,可得到系数 b
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　　由方程 ( 16) ,并利用式 ( 20)和 ( 21) ,可得到系数
b
+
Xλ和 b

-
Xλ的另一个关系

　　b
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-
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　　根据方程 ( 22)和式 ( 21) ,当X一定、λ取最大值λ′
= X时 ,有 b

+
X,X+ 1 = 0.根据式 ( 15) ,有 bX,X+ 1 = 0.将

b
+
X,X+ 1和 bX,X+ 1的值代入式 ( 35) ,看出 b

-
X,X+ 1可取任意

值 ,为了方便取 b
-
X,X+ 1 = 0.这样 ,利用式 ( 34)和 ( 35) ,

就可以求出X一定、λ取其他值时系数 b
+
Xλ和 b

-
Xλ的值 .

例如:
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可见 ,系数 b
+
Xλ和 b

-
Xλ的一般公式是
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4　径向本征函数

　　由一阶微分方程 ( 22) ,可解出X一定、λ取最大值

λ′= X时的径向本征函数

　　uX,X(x ) = 〔
1
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〕1 /2xXe- x /2 . ( 38)

式 ( 38)中的波函数是用积分法归一化的 .用降算符

作用于 uXλ′(x ) = uX,X( x )若干次 ,可直接求出λ取其它
值的归一化径向本征函数

　　uXλ( x ) = uX,X- n (x ) = ∏
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.

( 40)

　　利用式 ( 39)和 ( 40) ,计算了 n = 1、 2、 3三个归一

化的径向本征函数
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　　由式 ( 38)、 ( 41) ～ ( 43)看出 ,并注意到关系X-
n = λ,归一化的径向本征函数可表示成

　　uXλ( x ) = uX,X- n (x ) =
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其中 C
i

n是组合数、F ( - n , 2λ, x )是合流超几何级
数〔 7〕 .式 ( 44)中的径向本征函数与级数解法的结果

相同〔1〕 .由式 ( 44) ,利用式 ( 7)和 ( 8)可得径向本征函

数 RXλ(r ) .

5　ε的阶梯算符

　　将方程 ( 10)进行因式分解 ,可得另两伙伴方程

　　〔- x
d
dx +

1
2 x - (X- 1)〕〔x

d
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　　定义算符

　　 ( AXλ)+ = - x
d
dx
+ 1
2
x - (X- 1) , ( 47)

　　 ( AXλ)- = x
d
dx +

1
2 x - X, ( 48)

且令系数

　　aXλ= 〔 (X- 1)X- (λ- 1)λ〕 , ( 49)

则伙伴方程 ( 45)和 ( 46)变为

　　 ( AXλ)+ ( AXλ) - uXλ(x ) = aXλuXλ( x ) , ( 50)

　　 ( AX+ 1,λ)- ( AX+ 1,λ)+ uXλ(x ) = aX+ 1,λuXλ( x ) . ( 51)

可以证明 ( AXλ)+ 和 ( AXλ)- 分别是对X的升算符和降

算符

　　 ( AXλ)- uXλ(x ) = a
-
XλuX- 1,λ( x ) , ( 52)

　　 ( AX+ 1,λ)+ uXλ(x ) = a
+
X+ 1,λuX+ 1,λ(x ) , ( 53)

其中 a
-
Xλ和 a

+
X+ 1,λ是与归一化有关的系数 .

　　利用升降算符 ( AXλ)+ 和 ( AXλ) - ,同样可求出能量

本征值和径向本征函数 .系数 a
+
Xλ和 a

-
Xλ的一般公式是

　　a
+
Xλ = a

+
λ+ n,λ= -

n (λ+ n ) ( 2λ+ n - 1)
(λ+ n - 1)

,

( 54)

　　a
-
Xλ = a

-
λ+ n ,λ= -

n (λ+ n - 1) ( 2λ+ n - 1)
(λ+ n )

.

( 55)
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