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一类二阶非线性时滞系统解的渐近稳定性
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摘要　研究一类二阶非线性时滞系统解的性态 , 给出了系统零解渐近稳定的一个充要条件 .
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Abstract　 The stabi li ty of a seco nd order nonlinear retarded di fferential system is investiga ted,

a necessa ry and sufficient co ndi tion is obtained.
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　　考虑时滞系统

　　
x
 =

1
a( x )

( y - F ( x ) ) ,

y
 = - a( x )g (x ( t - f) ) ,

( 1)

其中函数 a (x ) , g (x ) , F (x )均连续 ,f是非负常数 .如

果令 a (x ) = ex p(∫
x

0
f 2 (s )ds ) , F (x ) =∫

x

0
a(s ) f 1 (s ) ds ,

则系统 ( 1)转化成二阶时滞 Liè nard方程

x
 + f 1 (x ) x + f 2 ( x )x 

2
+ g (x ( t - f) ) = 0,

( 2)

当f= 0,系统 ( 2)变为无时滞的情形

　　 x
 + f 1 (x ) x + f 2 ( x )x 2+ g (x ) = 0, ( 3)

文献 [1～ 4]研究了方程 ( 3)解的各种性态 .特别地 ,

在系统 ( 1)中取 a (x ) = 1,文献 [5, 6]研究了此种情

形解的性态 .本文研究系统 ( 1)解的渐近稳定性 ,得

到了一个保证零解渐近稳定的充要条件 .

记 G(x ) =∫
x

0
a

2 (s )g (s ) ds ,并设下述条件成立:

　　 ( i ) a( x ) > 0, xg (x ) > 0( x≠ 0) , xF (x ) > 0( x

≠ 0) ;

　　 ( ii ) a (x )g ( x ) [F ( x ) - 2fa (x ) g( x ) ]≥ 0.

　　定理 1　假设条件 ( i )、 ( ii )成立 ,则系统 ( 1)的零

解渐近稳定的充要条件为下述关系式成立:

　　 lim
x→+ ∞

sup(G(x ) + F (x ) ) +∫
+ ∞

0
a(s ) g (s ) F (s ) ds

= + ∞ , ( 4. 1)

　　 lim
x→ -∞

sup(G(x ) - F (x ) ) +∫
0

-∞
a(s ) g (s ) F (s ) ds

= + ∞ ( 4. 2)

　　证明　充分性　注意在假设条件下 ,系统 ( 1)

有零解 .设 (x , y ) = ( x ( t ) , y ( t ) )为系统 ( 1)的解 ,考

虑函数

　　 V ( t )= V (x , y )=
1
2

( y -∫
t

t-f
a( x ( t ) ) g (x (s ) ) ds ) 2

+ G(x ) +∫
0

-f∫
t

t+ s
a

2
( x ( t ) ) g

2
(x (u ) ) duds , ( 5)

由假设条件易知 V ( 0, 0) = 0,V ( t )定正 ,且有

　　 V
 

( 1) ( t ) = ( y -∫
t

t-f
a (x ( t ) )g (x (s ) )ds ) ( -

a (x ) g (x ) ) + a
2
( x )g (x ) (

1
a (x )

( y - F ( x ) ) ) +

∫
0

-f
[a2 (x ( t ) )g2 ( x ( t ) ) - a

2 (x ( t ) )g2 (x ( t + s ) ) ]ds

= - a (x )g ( x )F ( x ) + a
2 (x ) g (x )∫

t

t -f
g (x (s ) )ds +

fa
2
(x )g

2
(x ) - a

2
(x )∫

0

-f
g

2
(x ( t + s ) )ds ≤-

a (x ) g (x )F ( x ) + a
2 ( x )∫

t

t-f
|g (x ( t ) ) g (x (s ) )|ds +

fa2 (x )g2 (x ) - a
2 (x )∫

t

t-f
g

2 (x (s ) ) ds≤

- a (x ) g (x ) F( x ) +
1
2
fa2 ( x )g2 (x ) +

1
2
a

2 (x )∫
t

t-f
g

2 (x (s ) ) ds+ fa2 ( x )g2 (x ) -
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a
2 ( x )∫

t

t -f
g

2 ( x (s ) ) ds≤ - a (x ) g( x ) [F (x ) -

2fa (x )g ( x ) ] - 1
2
fa2 (x )g2 (x )≤ 0, ( 6)

由 ( 5)、 ( 6)式知系统 ( 1)的零解是稳定的 .而且实际

上这还蕴含 lim
t→+ ∞

inf|x ( t )|= 0. 我们证明同时有

lim
t→+ ∞

sup|x ( t )|.若不然 ,设 lim
t→+ ∞

sup|x ( t )|= λ> 0,

则存在适当大的正数 T ,当 t > T时|x ( t )|> 0.考虑

序列 {tn } ,如果有必要 ,可以取子列使得 T < t1 < t2 <

… < tn <… , tn→+ ∞ (n→∞ ) ,并且|x ( tn )|=
λ
3 ,

|x ( tn+ 1 )|=
2λ
3

,而
λ
3

< |x (s )|<
2λ
3

, s∈ ( tn , tn+ 1 ) .

记所有这样的区间 ( tn , tn+ 1 )的最小区间长度为W,由

F (x ) ,a ( x ) ,g (x )的连续性以及条件 ( i )、 ( ii )可知当

x ≠ 0 时 g (x ) ≠ 0, 而 a (x ) > 0, 记 L =

min{a
2
(a)g

2
(a):

λ
3≤ a≤

2λ
3 } ,利用 ( 6)式及条件

( ii ) ,当 t > tn+ 1时 ,从 T到 t积分 ( 6)式得

　　V ( t )≤ V ( T ) -
1
2
f∫

t

T
a

2
( x (s ) )g

2
(x (s ) ) ds

≤ V ( T ) -
1
2
f∑

n

i = 1∫
t
i+ 1

t
i

a
2 (x (s ) ) g2 (x (s ) )ds

≤ V ( T ) -
1
2
fL∑

n

i = 1

( ti+ 1 - ti )

≤ V ( T ) -
1
2fLWn→- ∞ (n→∞ ) , ( 7)

这与 V ( t )的定义矛盾 .因此 lim
t→+ ∞

x ( t ) = 0.又由 ( 5)、

( 6)式知存在常数 C≥ 0使 V ( t )→ C
2 ( t→+ ∞ ) ,由

x ( t )→ 0( t→+ ∞ )以及条件 ( i)和 V ( t )的定义知应

有 y
2→ c

2 ( t→+ ∞ ) .假设 C > 0,则存在常数 K > 0

使 t≥ K时有 y
2
≥

c
2

4
,不妨设 y ( t )≥

c
2

.注意到

F (x )的连续性以及条件 ( i ) ,只要 K适当大 ,当 t≥ K

时 F (x )≤
c
4

,由 a (x )的连续性以及 x ( t )→ 0( t→+

∞ ) ,可以记 A= max {a( x ( t ) ): t≥ K } ,则当 t≥ K时

有 x
 ( t )≥

1
A

(
c
2

-
c
4

) =
c

4A
,即 x ( t )≥ x (K ) +

c
4A

( t - K )→+ ∞ ( t→+ ∞ ) ,矛盾 .这蕴含 lim
t→+ ∞

y ( t )

= 0,这证明零解是渐近稳定的 .

必要性 　 如果系统 ( 1) 的零解渐近稳定 ,而

( 4. 1)式不成立 ( ( 4. 2)式的证明是类似的 ) ,即

　　 lim
x→+ ∞

sup( G( x )+ F (x ) )+∫
+ ∞

0
a (s ) g (s )F (s ) ds

<+ ∞ , ( 8)

因此对任意的 x ∈ R
+ ,由条件 ( i )可设存在正数 Fo ,

Go ,ao , go使 F( x )≤ Fo , G(x )≤ Go ,a( x )≤ ao , g (x )

≤ go (x ∈ R
+ ) .考虑函数

　　W ( t ) = W (x , y ) =
1
2 ( y -

∫
t

t-f
a (x ( t ) )g (x (s ) )ds ) 2 + G( x ) , ( 9)

则有

　　W
 ( t ) = (y - ∫

t

t-f
a (x ( t ) )g ( x (s ) ) ds ) ( -

a (x ( t ) )

g (x ( t ) ) ) + a
2
(x ) g (x ) (

1
a (x )

( y - F ( x ) ) ) = -

a (x ) g (x )F ( x ) + a
2
( x )g ( x )∫

t

t-f
g (x (s ) ) ds ≥-

a (x ) g (x )F ( x )-fa2 (x )g2 (x )-a2 ( x )∫
t

t-f
g

2 ( x (s ) )ds ,

利用条件 ( ii)即得

　　W
 ( t )≥- 2a( x )g ( x )F (x ) - a

2
0∫

t

t -f
g

2 ( x (s ) ) ds ,

( 10)

选取 y0 > 0满足

　　 y
2
0 - 4F

2
0 - 4G0 - 6a

2
0f

2
g

2
0 - 10∫

+ ∞

0
a(s ) g (s ) F (s ) ds

> 2a
2
0 , ( 11)

由 ( 10)式我们断定有 x
 ( t ) > 1, t∈ R

+
.若不然 ,假设

存在 t1 > 0使 x
 ( t1 ) = 1,则从 0到 t1积分 ( 10)式并

交换二重积分的次序得

　　W ( t1 ) ≥ W ( 0) - 2∫
t
1

0
a (s )g (s ) F (s )ds -

a
2
0∫

t1

0∫
s

s-f
g

2
(x (θ) )dθds≥W ( 0) - 2∫

t1

0
a(s ) g (s ) F (s ) ds

- a
2
0∫

t
1

-f

-f∫
θ+ f

θ
g

2 ( x (θ) ) dsdθ- a
2
0∫

t
1

t
1

-f∫
t
1

θ
g

2 ( x (θ) ) dsdθ

≥ W( 0) - 2∫
t
1

0
a (s )g (s ) F (s )x (s ) ds -

a
2
0f∫

t
1
-f

-f
g

2
( x (θ) ) dθ- a

2
0f∫

t
1

t
1

-f
g

2
(x (θ) ) dθ≥ W( 0) -

3∫
x( t

1
)

x( 0)
a (u )g (u )F (u ) du - a

2
0f∫

0

-f
g

2
( x (θ) ) dθ≥ W ( 0)

- 3∫
+ ∞

0
a (s )g (s )F (s ) ds - a

2
0f

2
g

2
0≥

1
2
y

2
0 - G0- a

2
0f

2
g

2
0

- 3∫
+ ∞

0
a (s )g (s ) F (s ) ds , ( 12)

另一方面有

　　W ( t1 ) =
1
2

( y ( t 1 ) -∫
t
1

t
1

-f
a (x ( t 1 ) ) g (x (s ) ) ds ) 2

+ G(x ( t1 ) ) =
1
2

(a( x ( t1 ) )x ( t1 ) + F ( x ( t1 ) ) -

∫
t
1

t
1

-f
a (x ( t1 ) )g ( x (s ) ) ds ) 2 + G(x ( t1 ) )≤ a

2
0x
 2 ( t 1 ) +

2F
2
0+ 2a

2
0f

2
g

2
0+ G0 + 2∫

+ ∞

0
a (s )g (s )F (s ) ds , ( 13)

联合 ( 12)、 ( 13)即得

　　 2a
2
0x
 2 ( t1 ) ≥ y

2
0 - 4F

2
0 - 4G0 - 6a

2
0f

2
g

2
0 -

10∫
+ ∞

0
a (s )g (s ) F (s )ds ,

由 ( 11)式知 x
 ( t1 ) > 1,矛盾 .故对 t∈ R

+ 有 x
 ( t ) >
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1,即 x ( t ) > x 0+ t→+ ∞ ( t→+ ∞ ) ,这又与零解渐

近稳定的假设矛盾 ,必要性得证 .

　　例: 在系统 ( 1)中取 0≤f≤ 1
4

,a (x ) = ex , g (x )

=
x

ex ( 1+ x
2 )

,即考虑下述系统

　　
x
 = e

- x
( y - F ( x ) ) ,

y
 = - e

x
g ( x ( t - f) ) ,

( 14)

其中 F (x ) =

sinx ,　　　|x|≤
c
2 ,

4
5

+
1
5

sinx ,　 x >
c
2

,

-
4
5

+
1
5

sinx ,　 x < -
c
2

.

　　易见 F ( x )在±
c
2
处连续 ,并且条件 ( i )满足 .

a (x ) ,g ( x ) ,F ( x )均为连续函数 ,当|x|≤
c
2
时

sinx
x

≥ 2
c

,即 x ≤ c
2

sinx ,当 0 < x ≤ c
2
时 , F (x ) -

2fa (x )g ( x ) = sinx -
2fx

1+ x
2≥ sinx - 2f 

c
2

sinx

> 0,当 x >
c
2
时 , F (x ) - 2fa (x ) g (x ) =

4
5

+

1
5

sinx -
2fx

1+ x
2 ≥

3
5

-
1
2

> 0,而当 x > 0时 ,

a (x ) g (x ) > 0, 从 而 a( x )g (x ) [F (x ) -

2fa (x )g ( x ) ]≥ 0(x≥ 0) .类似地 ,当 x < 0时 , F (x )

- 2fa (x ) g (x ) < 0,但同时也有 a (x )g ( x ) < 0,因此

a (x ) g (x ) [F (x ) - 2fa (x ) g (x ) ]≥ 0,条件 ( ii )成立 .

　　注意到 lim
x→ + ∞

sup(G( x )+ F ( x ) ) = + ∞ ,同时有

　　∫
+ ∞

0
a( x )g ( x ) F (x ) dx =∫

c
2

0

x sinx
1+ x

2dx +∫
+ ∞

c
2

4
5
x +

x
5

sinx

1+ x
2 dx = + ∞ ,

故 ( 4. 1) 式成立 (类似计算知 ( 4. 2)式也成立 ) , 系

统 ( 14) 的零解渐近稳定 .
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一个核反应系统的 Painlevé分析

谷　元　谷　艺　刘太琳

　　我们使用 Painlevé 分析方法研究了一个核反应

系统 [1]

ut ( x , t ) = uxx + u (av - b) ,

vt (x , t ) = Dvxx + du.
( 1)

其中 a ,b,d和 D皆为常数 , 并且 D> 0.令 uj ,vj ,h为

待定函数 , 我们把

u = ∑
4

j= 0

ujh
j- 4 ,　 v = ∑

2

j= 0

vjh
j- 2 . ( 2)

代入 ( 1) ,求出 hj的系数 ,发现它们都是 h导数的函

数 , 并且是不相容的 .所以系统 ( 1)不具有关于偏微

分方程的 Painlevé性质 .但是当 D取一些特殊值 , 如

D= 12, 7 /2, 23 /9等值时 , 我们却能够构造出它的行

波解 .我们可以得到

h= A+ B e- 2Q( x- Ct ) ( 3)

其中 A ,B和 Q为任意常数 , 并且 C = 2DQ,或者 C

= - ( 34D /2 - 3D )Q.这样 , 我们就可以得到hj系

数的具体表示 .再由 ( 2)和 ( 3) ,我们可以构造出 ( 1)

的行波解 .

这种方法可以应用于许多非线性偏微分方程的

求解 .
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