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摘要　给出符号差类运输问题的一个多项式时间算法 ,并证明该算法的时间复杂性是 O(mn2+ m2n) .

关键词　运输问题　符号差　多项式时间算法
中图法分类号　 O 221

Abstract　We obtain an algo rithm for signature class transpo rtation problems, and turn out

that the algorithm is a polynomial-time algorithm. Time complexity for the algo rithm isO (mn
2

+ m
2
n) .
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　　文献 [4 ]中给出了运输问题有最优符号差的充

分条件 ,并称这类运输问题为符号差类运输问题 . 在

本文中将给出这类运输问题的符号差算法 ,并证明该

算法是多项式时间算法 .

1　符号差类运输问题的算法

算法 1 (此处仅对行符号差给出算法 , 列符号差

同理类推 )

初始步: 计算对偶可行解 (u,v )和初始基树 T ,置

T = H,Q = R\ { 1}

①令 u1 = 0, p = 1;

②对每一个 j∈ C ,取 vj = c1j ,将 T∪ { ( 1, j ) }赋

给 T;

③对每一个 i∈ Q,计算min
j∈ C

{cij - vj } ,设当 j = k

时取得最小 ,令 ui = cik - vk ,用 T∪ { ( 1, j ) }赋给 T;

④若 Q中结点在符号差向量中对应分量为 1,则

将此结点从 Q中去除 .

步骤 ( 1): 使目标结点减少一个或目标结点在 T

中的度数增加 1.

若|Q|= 1且其中结点 i在 T中的度数等于 di ,

则转至步骤 ( 3) ;否则 ,任选一个目标结点 t∈ Q为

“目标” ,令 s = p, T1 = T ,W= 0,利用基步子树标向

法在 T中标向子树 T1
s t ,并将 T 1经过标向后所得带部

分有向边的树仍记为 T 1 .

步骤 ( 2): 对偶单纯形步骤

①选择离基边 ,选 s作为 T1的根 ,取 T1
st
中与此

点相邻接指向该结点的有向边 (s , l )为离基边 ,设 T
l

是 T
st - { (s , l ) }中以 l为根的有向子树 , Ts = T1 -

( T
l
∪ { (s , l ) } )是 T1中以 s为根的子树 . (此处 T

s
当 s

= p时为无向树 ,否则为有向树 ) ,令 R
l (Cl )与 R

s (Cs )

是在当前 T
l与 T

s中行 (列 )结点集 ,C为当前列结点

集 , R为行结点集 ,若 s = p ,取 s = p , ri = ∞ ,对一切

i∈ R
l ;

②选择入基边: 对每一个 j∈ C
s ,以 vj - W赋给

vj ,对每一个 i∈ R
s
,以 ui+ W赋给 ui (仅当 s = p时进

行 ) .对每一个 i∈ R
s , j∈ C

s ,计算cij = cij - ui - vj ,

若cij < ri ,以cij赋给 ri ,以 j赋给 Col( i ) ,计算 min
i∈ Rl

{ri } ,

设其在 i= g∈ R
l处取得 ,以 col( g )赋给 h , rg - W赋

给X, rg赋给 W;

③以 ( T - { (s, l ) } ) ∪ { (g ,h) }赋给 T ,若 g 

Q,以 g赋给 s ,以 Tl赋给 T1及 T
st
1 ,转至步骤 ( 2) ;否

则 ,对 i∈ R
l ,以 ui+ W以赋给 ui ,对 j∈ C

l ,以 vj

- W赋给 vj ,若结点 g在 T中的度数等于 dg ,以 Q -

{g }赋给 Q,转至步骤 ( 1) ;若结点 g在 T中的度数小

于 dg ,保持 Q不变 ,转至步骤 ( 1) .
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步骤 ( 3):求变量 X的值

(a)取不在 T中边对应的 X的分量为 0;

( b)在 T中任选一个度数为 1的结点 ,若此结点

为行结点 ,设为 i ,转至 ① ,否则 ,转至② ;

①将与此结点相邻接的边设为 ( i , l ) ,取 xil = ai ,

以 T - { (s , l ) }赋给 T ,赋给 T ,bl - xil赋给 bl ,若 T中

无边 ,终止 .若 T中有边 ,如结点 l在 T中度数为 1,赋

l给 i ,转至② ,否则 ,转至 (b) ;

②将与此结点相邻接的边设为 ( l , i ) ,取 xli = bi ,

以 T - { ( l , i ) }赋给 T ,al - xli赋给 al ,若 T中无边 ,

终止 .否则 ,如结点 l在 T中度数为 1,赋 l给 i ,转至

① ,若结点 l在 T中度数不为 1,转至 ( b) .

2　算法 1是 O (mn
2+ m

2
n ) 多项式时间算法

我们先作如下定义:

定义 1　若一个结点 i在算法 1初始树 T中度数

大于 d i ,则称此结点为初始源 ;其它源结点称为中间

源 .

定义 2　在运输问题符号差算法中 ,若经过若干

次转轴后 ,初始源的次数减少 1,并且某个目标结点

次数增加了 1,我们称此过程为一个基本符号差步

骤 . (此处“次数”即为定义 1的“度数” )下面 ,我们对

上述算法复杂性进行讨论 .

定理 1　算法 1所需转轴次数至多为∑
m- t

i= 1
( t+ i -

1) (d t+ i - 1) .此处 ,设运输问题符号差为 d = (d1 ,

d2 , . . . , dm ) , t = |{i|di = 1, 1≤ i≤ m }|并且设 d1≤

d2≤ . . . ≤ dm .

证明　由于 d1≤ d2≤ . . . ≤ dm ,从算法 1可以

看出 ,必须经过至多 n - 2个基本符号差步骤 ,而得到

最优树 ,且仅当在下列条件下算法 1所需转轴次数最

多:若 i < j ,在结点 i的度数末达到 di之前 ,结点 j的

度数不变 ,且每一个结点的度数增加时所需基本符号

差步骤中转轴次数为此结点的序数 p减去 1.从而算

法 1所需转轴次数至多为∑
m- t

i= 1

( t+ i - 1) (d t+ i - 1) .

证毕 .

定理 2　 对于给定最优符号差为 d = (d1 ,

d2 , . . . , dm )的运输问题 ( TP′) ,∑
m- t

i= 1

( t+ i - 1) ( dt+ i -

1)是最佳可能上界 ,即 cij ( 1≤ i≤ m , 1≤ j≤ n )可取

值使此界达到 .此处设 d1≤ d2≤ . . .≤ dm , t= |{i|d i

= 1}|.

证明　由定理 1可知∑
m- t

i= 1

( t+ i - 1) ( dt+ i - 1)

是算法 1的转轴次数的上界 ,即至多经过∑
m- t

i= 1
( t+ i -

1) (dt+ i - 1)次转轴 ,可以得到满足最优符号差的最

优树 .要证∑
m- t

i= 1
( t + i - 1) (dt+ i - 1)为最佳可能上

界 ,仅需找到一个运输问题 ,此运输问题最优符号差

d = (d1 ,d2 , . . . ,dm ) ,且算法 1所需转轴次数为∑
m- t

i= 1
( t

+ i - 1) (d t+ i - 1)才能得到最优树 .为此 ,我们取 C

= (cij ) ,其中 cij = (m - i ) ( j - 1) , (这些可由最优符

号差的定义保证其合理性 ) ,在此情况下 ,若 i < h , j

< k ,则 ( i ,k )和 (h, j )不可能同时含于算法进行过程

中的一棵对偶可行树 T中 ,因为若它们均属于一棵对

偶可行树 T ,则 ui + vk = (m - i ) (k - 1)和 uk + vj

= (m - k ) ( j - 1) ,从而有 ui+ vj≤ (m - i ) ( j - 1)

及 uk+ vk≤ (m - h) (k - 1) ,得到 (m - i ) (k - 1)+

(m - h ) ( j - 1)≤ (m - i ) ( j - 1) + (m - h) (k -

1) ,即 (m - i ) (k - j )≤ (m - h ) (k - j ) ,又 j < k ,

从而 h≤ i ,与 i < h矛盾 .所以在每一步从具有符号差

a的树到具有符号 a′的树 (此处 a′为由具有符号差 a

的树经过一次转轴后得到的树的符号差 )的转轴过

程是一个“邻近转移” ,即 a′k = ak - 1能且仅能有

a′k+ 1 = ak+ 1+ 1或 a′k- 1 = a′k- 1+ 1,因为我们是从 (n

- 1, 1,… , 1)开始的 ,所以在各步骤转轴过程中 ,当 k

< w时 ,不可能出现树 T使 T的第 k个结点的次数小

于 dk ,而第 w个结点次数 (即度数 )大于等于 2的情

形 ,也不可能出现第 k个结点不是源结点而经过一次

转轴 ,第 k+ 1个结点的次数增加 1的情形 ,从而得到

带最优符号差的树 T ,所需转轴次数为∑
m- t

i= 1
( t + i -

1) (dt+ i - 1) ,其中 t = |{i|di = 1}|.证毕 .

在定理 1、定理 2中 ,我们假设 d1≤ d2≤ . . . ≤

dm ,但并不失一般性 ,对一般问题 ,我们可以对最优

符号差按其分量大小由小到大重新排列 ,并对结点序

数也作相应变化即可 .

推论 1　对 m个发点 ,n个收点的具有最优符号

差的一类运输问题 ,算法 1所需转轴次数至多为 (m

- 1) (n - 2) .

定理 3　运输问题符号差算法为 O (mn
2
+ m

2
n)

多项式算法 .

证明 　在初始步中所需运算次数与比较次数均

为 O (mn) ,在每一基本符号差步骤中 ,步骤 ( 1)所需时

间复杂性至多为 O (m + n) ,在步骤 ( 2)中 ,每一条边

仅需计算与比较至多一次 ,故至多共需时间 O (mn ) ,

计算W或X时 ,至多需 O (m
2
)时间 .在步骤 ( 3)中至多

需 O (m+ n
2
)时间 .由于算法至多需 n - 2步基本符
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号差运算 ,从而至多需时间 O(mn )+ O (m+ m ) (n -

2) + O(mn) (n - 2) + O (m
2
) (n - 2) + O( (m +

n )
2
) .所以算法复杂性为 O(mn

2
+ m

2
n ) .证毕 .

3　应用

例　分组问题

将 n个元素 (人、货物等 )分成 m组 (m≤ n) ,第 i

组为 ai个元素 ( i= 1, 2, . . . ,n ) ,此处 ai≥ 1.设第 j个

元素分到第 i组所耗费用 (时间、支付等 )为 cij ,我们

要求一种分法 ,使所花总费用最小 .

设 xij = 0表示第 j人不分到第 i组 ; xij = 1表示

第 j个人被分到第 i组 ,则问题模型如下:

min∑
i , j

cijxij

s. t.∑
n

j= 1

xij = ai　　　　　　 i = 1, 2, . . . ,m

　 ∑
m

i= 1
xij = 1　　　　　　 j = 1, 2, . . . ,n

此处 ,∑
m

i= 1

ai = n,xi j≥ 0　 ( i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . ,

n ) .此问题显然满足定理 1的条件 ,且其一个最优符

号差为 (a1+ 1, . . . ,ai- 1+ 1,ai ,ai+ 1+ 1, . . . am+ 1) ,

( 1≤ i≤ m ) .故可用算法 1解之 .如果取 n = 6,a1 =

1,a2 = 3,a3 = 2,价格矩阵 C如下:

C =

1 2 4 3 7 8

1 4 7 5 1 3

1 2 4 9 3 6

则 d = ( 2, 3, 3)为其一个最优符号差 .下面利用

算法 1解此问题:

初始步:

其中结点附近的数

为此结点对应的

对偶变量 .

　　基本符号差步骤 1:

W= 1
X= W- 0= 1
虚边为入基边
带 "∥ "的边为
离基边 ;

　　基本符号差步骤 2:

W= 3

X= W- 0= 3;

　　基本符号差步骤 3:

W= 0

X= W- 0= 0;

　　基本符号差步骤 4:

W= 0
X= W- 0= 0;

W= 2
X= W- 0= 2;

步骤 ( 3) (略 ) .

最终结果: x14 = x 21 = x 25 = x 26 = x32 = x33 = 1,

其余 xij = 0, 1≤ i≤ 3, 1≤ j≤ 6. (图中带“ 0”结点

为源结点 (含初始源及中间源 ) ,带“△”的结点为“目

标”结点 ) .

显然分组问题当 ai = 1时 ( 1≤ i≤ m )即为分派

问题 .
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