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摘要　考虑如下无限时滞微分方程: x′(t ) + λx (t ) = F( t, x t ) ,其中λ> 0, F: 〔0,∞ )× BC ( H )→ R连续 ,获得

了零解一致稳定与一致渐近稳定的充分条件 , 推广了文献 [5 ]的结果 .
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Abstract　 Co nsider the fol lowing equation: x′( t )+ λx ( t ) = F ( t ,xt ) , whereλ> 0,F: [0,∞ )×
BC ( H )→ R continuo us, w e obtain suf ficient conditions for the uni fo rm stabi li ty a nd uni fo rmly

asy mpto tic stabi li ty of the zero solutio n o f the equa tion, the resul ts in paper [5 ] a re ex tended.
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　　考虑时滞微分方程

x′( t ) + λx ( t ) = F ( t ,xt ) , ( 1)

其中 F: [0,∞ )× BC ( H ) → R连续 , F ( , 0)≡ 0,

BC ( H ) = {h: ( -∞ , 0] → R 连续 且 ‖h‖ =

sup
s≤ 0
|h(s )|≤ H } ,对h∈ BC ( H )及 u≥ 0,定义泛函

　　Mu (h) = max { 0, max
s∈ [-u , 0 ]

h(s ) } ,

　　N u (h) = max
s∈ [-u , 0 ]

h(s ) .

设H表示由有界非减 ,左连续且恒不为常数的函

数_: [0,∞ )→ [0,∞ )组成的函数空间 ,对于 _∈ H,

定义

　　_ 0 =∫
∞

0
d_ (u ) ,　_ 1 =∫

∞

0
eλu d_ (u ) .

　　本文总假定对所有h∈ BC ( H ) , F满足

　　-∫
∞

0
N u (h)d_ (u )≤ F ( t ,h)≤∫

∞

0
N u ( - h)d_ (u ) ,

( 2)

或者

　　-∫
∞

0
Mu (h) d_ (u )≤ F ( t ,h)≤∫

∞

0
Mu ( - h)d_ (u ) ,

( 3)

此外 ,还假定 F满足一定条件 ,以保证 ( 1)的解 x ( t;

t0 ,h)在 [t0 , + ∞ )上存在且唯一 (参见文献 [1 ] ) .

　　当 F具有有限时滞且满足 Yo rk条件 [ 2, 3] ,文献

[3, 4 ]分别获得了λ= 0及λ≥ 0时 , ( 1)的零解一致

渐近稳定的结果 ,但该方法不能处理无限时滞方程 ,

且当 F含有多个时滞时 ,不能反映各时滞在稳定性中

所起的作用 .针对这个问题 ,文献 [5]对 F作了 ( 2)、

( 3)两个假设 ,使之能处理无限时滞及多个时滞的情

况 ,其主要结果如下:若λ= 0及 ( 2)成立 ,当

∫
∞

0
ud_ (u )≤ ( < )

3
2

, ( 4)

( 1)的零解一致稳定 (一致渐近稳定 ) .

若λ= 0及 ( 3)成立 ,当

∫
∞

0
ud_ (u )≤ ( < ) 1, ( 5)

( 1) 的零解一致稳定 (一致渐近稳定性 ,保证一致渐

近稳定性 ,还需对附加收敛条件 ,参见文献 [5 ] ) .

本文将考虑λ> 0的情形 ,为方便起见 ,记

_ 2 =
_ 0

λ
2 f (λ
_ 0

)∫0

-
1
λln( 1-

λ
_

0
)

eλud_ (u ) ,

_ 3 =
_ 0

λ2 g (
λ
_ 0

)∫
-

1
λln( 1-

λ
_

0
)

0
d_ (u ) ,

其中 f (x ) = x -
1
2
x

2+ ( 1- x ) ln( 1 - x ) ,g ( x ) =

x + ( 1 - x ) ln( 1 - x ) .

主要结果如下:

定理 1　设 ( 2)式成立 ,

( i)当

1广西科学　 2000年 2月　第 7卷第 1期

DOI : 10. 13656 /j . cnki . gxkx . 2000. 01. 001



λ≥_ 0或λ< _ 0且
1
λ

(_ 1 - _ 0 )≤ 1+
_ 1

2_ 0
+ _ 2 ,

( 6)

( 1)的零解一致稳定 ;

　　 ( ii )当

λ≥_ 0或λ< _ 0且
1
λ

(_ 1 - _ 0 ) < 1+
_ 1

2_ 0
+ _ 2 ,

( 7)

( 1)的零解一致渐近稳定 .

定理 2　设 ( 3)成立 ,

( i )当

λ≥ _ 0或λ< _ 0且 1
λ

(_ 1 - _ 0 ) + _ 3≤ 1+
_ 1

2_ 0

+ _ 2 , ( 8)

( 1)的零解一致稳定 ;

( ii )当

λ≥ _ 0或λ< _ 0且
1
λ

(_ 1 - _ 0 ) + _ 3 < 1+
_ 1

2_ 0

+ _ 2. ( 9)

推论 1　设 ( 2)成立 ,

( i )当λ≥ _ 0 ,

( 1)的零解一致渐近稳定 ;

( ii )当λ< _ 0且

1
λ

(_ 1 - _ 0 )≤ ( < ) 1+
_ 1

2_ 0
, ( 10)

( 1)的零解一致稳定 (一致渐近稳定 ) .

推论 2　设 ( 3)成立 ,

( i )当λ≥ _ 0 ,

( 1)的零解一致渐近稳定 ;

( ii )当λ< _ 0且

1
λ

(_ 1 - _ 0 ) +
_ 2

0

λ
2 g(
λ
_ 0

)≤ ( < ) 1+
_ 1

2_ 0
, ( 11)

( 1)的零解一致稳定 (一致渐近稳定 ) .

在推论 1、推论 2中 ,若将 _ 0固定 ,λ→ 0,则
1
λ

(_ 1

- _ 0 )→∫
∞

0
u d_ (u) ,

_ 1

2_ 0
→

1
2

,
_

2
0

λ2 g (λ_ 0 )→
1
2

.此时 ,

条件 ( 10)、 ( 11)分别变为条件 ( 4)、 ( 5) .从这个意义

上讲 ,我们的结果是文献 [5]的推广 .

1　定理的证明

引理 1　设 ( 2)、 ( 6)成立或者 ( 3)、 ( 8)成立 ,则 t

≥ t0+ 1
λ

ln( 1+ λ
_ 0

) , 0 <|x ( t )|= ‖ xt‖ , d
dt
|x ( t )|

> 0蕴含着|x (s )|> 0, s∈ [t 0+ 1
λ

ln( 1+ λ
_ 0

) , t ].

证明　不妨设 x ( t ) > 0,假设上述论断不成立 ,

则存在 t1∈ [t 0+
1
λ

ln( 1+
λ
_ 0

) , t )使得 x ( t1 ) = 0,

x (s ) > 0, s∈ ( t1 , t ].由 x′( t ) > 0,可选取 t
*

,使得

x (s ) > x ( t ) , s∈ ( t , t* ] ,下记X= ‖ xt‖ .

由 ( 1)、 ( 2)或 ( 3)

|( e
λs
x (s ) )′|= |e

λs
F (s ,x s )|≤ _ 0e

λs
X, s∈ [t 0 , t ] ,

( 12)

于是

e
λt
X= e

λt
x ( t ) =∫

t

t
1

( e
λs
x (s ) )′ds≤

_ 0

λ( e
λt

- e
λt

1 )X,

从而
λ
_ 0
≤ 1 - e-λ(t- t1) , ( 13)

由此可知λ< _ 0 ,否则将导出矛盾 ,以下设λ< _ 0 ,取

t 2使得

1 - e
-λ( t* - t

2
)

=
λ
_ 0

, ( 14)

由 ( 17)及 t
* > t ,可知 t2 > t 1 ,

当 s∈ [t0 , t1 ]时 ,

- e
λs
x (s ) =∫

t
1

s
( e
λt
x (f) )′df≤∫

t
1

s
e
λt

df _ 0X

=
_ 0

λ
( e
λt

1 - e
λs

)X,

故　 x (s )≥ -
_ 0

λ
( eλ( t

1
- s ) - 1)X.

当 s∈ [t1 , t* ]时 ,

eλtX- eλsx (s ) =∫
t

s
( eλtx (f) )′df≤∫

t

s
_ 0eλfdfX

=
_ 0

λ
( eλt - eλs )X.

故　 x (s )≥X(
_ 0

λ- (
_ 0

λ- 1) e
λ( t- s )

) .

由于 x (s ) > X, s∈ ( t , t* ] ,从而

x (s )≥X(
_ 0

λ
- (
_ 0

λ
- 1) eλ(t

*
- s ) ) , s∈ [t1 , t* ].

定义

　　d(s ) =

X[
_ 0

λ - (
_ 0

λ- 1) e
λ( t* - s)

] , s∈ [t2 , t
*

]

　 0,　　　　　　　　　 s∈ [t1 , t 2 ]

- Xmin 1,
_ 0

λ
( eλ(t

1
- s) - 1) , s≤ t1 .

易见d(s )单调增 ,且 x (s )≥d(s ) , s≤ t
* .

　　若 ( 2)成立 ,由 ( 1)

eλt
*

x ( t* ) =∫
t*

t
1

( eλs x (s ) )′ds =∫
t*

t
1

( eλsF (s ,xs ) ) ds

≤∫
t*

t1

eλs∫
∞

0
N u ( - xs ) d_ (u) ds

=∫
t
*

t
1

e
λs∫
∞

0
m ax

f∈ [- u , 0]
( - x (s+ f) )d_ (u ) ds

≤∫
t*

t
1

e
λs∫
∞

0
m ax

f∈ [- u , 0]
( - d(s+ f) )d_ (u ) ds

　　 =∫
t*

t
1
∫
∞

0
eλsd(s - u )dsd_ (u)

　　 = -∫
∞

0∫
t
*

- u

t
1

- u
eλ(s+ u)d(s ) dsd_ (u )
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　　 = -∫
t* - t

2

0 ∫
t* - u

t
1

- u
eλ( s+ u)d(s ) dsd_ (u )

-∫
+ ∞

t* - t
2
∫

t* - u

t
1

- u
e
λ( s+ u)
d(s ) dsd_ (u ) = I1 + I2 , ( 15)

其中 I1 = -∫
t* - t

2

0 ∫
t* - u

t
1

- u
e
λ( s+ u)
d(s ) dsd_ (u )

　 = -∫
t* - t

2

0 ∫
t* - u

t2

eλ(s+ u )d(s )dsd_ (u )

　　 -∫
t
*

- t
2

0 ∫
t
1

t
1

- u
eλ(s+ u)d(s ) dsd_ (u )

　 = I 11+ I12 .

I11 = - X∫
t* - t

2

0 ∫
t* - u

t
2

e
λu

(
_ 0

λ
e
λs

- (
_ 0

λ
- 1) e

λt*

) ds

= - Xeλt
*

∫
t
*

- t
2

0
(
_ 0

λ2 ( 1 - e-λ(t
*

- t
2

) eλu ) - (
_ 0

λ
-

1) ( t
*

- t2 - u ) e
λu

)d_ (u )

= - Xeλt
*

∫
t* - t

2

0
(
_ 0

λ
2 - (

_ 0

λ
- 1
λ

) eλu - (
_ 0

λ
-

1) ( t* - t2 - u ) eλu )d_ (u )

I12 = X∫
t* - t

2

0 ∫
t
1

t
1

- u
e
λ(s+ u ) _ 0

λ( e
λ(t

1
- s)

- 1) dsd_ (u )

= e
λt*
X 
_ 0

λ
e

-λ(t* - t
1

)
( (u -

1
λ

) e
λu

+
1
λ

)

≤ eλt
*

X 
_ 0

λ
e-λ(t

*
- t

2
) ( (u -

1
λ

) eλu +
1
λ

)

= eλt
*

X (
_ 0

λ
- 1) (u eλu - 1

λ
eλu + 1

λ
) ,

　 I2 = X∫
+ ∞

t* - t
2
∫

t
*

t
1

eλs min 1,
_ 0

λ( e
λ( t

1
- s+ u )

- 1) dsd_ (u )

≤ X∫
+ ∞

t
*

- t
2

(∫
t
2

t
1

eλs ds +
_ 0

λ∫
t*

t
2

( eλ(t1+ u) -

eλs ) ds )d_ (u ) ,

其中∫
t*

t
2

( e
λ(t

1
+ u)

- e
λs

) ds

= e
λu∫

t*

t
2

( e
λs

( 1 - e
-λu

) - ( e
λs

- e
λt

1 ) ) ds

≤ e
λu∫

t*

t
2

( e
λs

( 1 - e
-λu

) - e
-λt*
 e

λs
( e
λs

- e
λt

1 ) ) ds

= eλu {
1 - e-λu

λ
( eλt

*

- eλt2 )

- e-λt* (
1

2λ
( e2λt* - e

2λt
2 ) -

eλt1

λ
( eλt

*

- eλt2 ) ) }

= eλt
* eλu - 1

λ
( 1 - e-λ( t* - t

2
) )

　 -
1
2λ

( 1 - e-λ(t
*

- t
2

) ) 2

　 -
eλu

λ
( eλt2 - eλt ) ( 1 - e-λ( t

*
- t

2
) ) ,

从而

I2≤X∫
+ ∞

t* - t
2

1
λ

( e
λt

2 - e
λt

1 ) ( 1 - eλu ) d_ (u ) + eλt
*

 X∫
+ ∞

t* - t
2

(
eλu - 1
λ

-
eλu

2_ 0
) d_ (u )≤ eλt

*

X∫
+ ∞

t
*

- t
2

(
eλu - 1
λ

-
eλ_

2_ 0
) d_ (u) ,

由 ( 15)、 ( 6)及对 I11、 I12、 I2的估计 ,

eλt
*

x ( t* )≤ eλt
*

X∫
+ ∞

0
(
eλu - 1
λ

-
eλ_

2_ 0
)d_ (u )

　 - e
λt*
X∫

t* - t
2

0
(
e
λu

λ -
1

2_ 0
e
λu

　 +
eλu

λ
(
_ 0

λ
- 1) ln( 1 -

λ
_ 0

) ) d_ (u )

= Xeλt
*

(
_ 1 - _ 0

λ
-
_ 1

2_ 0
-
_ 0

λ2 f (
λ
_ 0

)

　　∫
-

1
λln( 1-

λ
_

0
)

0
eλu d_ (u ) )≤Xeλt

*

.

　　这与 x ( t* ) > X矛盾 .

若 ( 3)成立 ,则易证 e
λt*

x ( t
*

)≤ I12+ I2 = I1+

I2 + (- I 11 ) .

由前面的证明 ,

eλt
*

x ( t* )≤ Xeλt
*

(
_ 1 - _ 0

λ
-
_ 1

2_ 0
- _ 2 ) + ( -

I11 ) . ( 16)

下面估计 ( - I11 ) ,

- I11 = Xeλt
*

∫
t* - t

2

0
(
_ 0

λ2
- (
_ 0

λ
- 1) eλu (

1
λ

+ t
* -

t 2 - u) )d_ (u )

≤ Xeλt
*

∫
t* - t

2

0
(
_ 0

λ2
- (

_ 0

λ
- 1) (

1
λ

+ t
* -

t 2 ) ) d_ (u )

= Xeλt
* _ 0

λ2
(
λ
_ 0

+ ( 1 -
λ
_ 0

) ln( 1 -

λ
_ 0

) )∫
t
*

- t
2

0
d_ (u )

　　 = Xe
λt*
_ 3 .

于是由 ( 16)、 ( 8)得

e
λt*

x ( t
*

)≤Xe
λt*

(
_ 1 - _ 0

λ
-
_ 1

2_ 0
- _ 2 + _ 3 )≤Xe

λt*
.

这与 x ( t* ) > X矛盾 .证毕 .

利用引理 1,可以证明在条件 ( 2)、 ( 6)或者 ( 3)、
( 8)下 , ( 1)的零解一致稳定 .

定理 1与定理 2( i)的证明:

证明　记 h =
1
λ

ln( 1+
λ
_ 0

) , H0 = exp(_ 0h +

∫
∞

0
ud_ (u ) ) ,取W使得WH0≤ H ,‖ xt0‖ ≤W.由 ( 1)、

( 2)或 ( 3) ,

　|x ( t )|≤ e-λ(t- t
0

)|x ( t0 )|+∫
t

t
0

e-λ(t - s )‖ xs‖ ds  

_ 0

　　≤ |x ( t0 )|+∫
t

t
0

‖ xs‖ ds  _ 0 ,　 t≥ t0 .
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从而

　　‖ xt‖ ≤‖ xt
0
‖ +∫

t

t0

‖ xs‖ ds  _ 0 , t≥ t 0.

利用 Grow nwall不等式

　　‖ xt‖ ≤‖ xt0‖ ex p (_ ( t - t0 ) ) , t≥ t0 ,

从而当 t∈ [t0 , t0 + h ]时 ,

　　‖ xt‖ ≤‖ xt
0
‖ ex p(_ 0h )≤Wex p(_ 0h ) , ( 17)

下证当 t≥ t0+ h时 ,

　　D
+ ‖ x t‖ ≤∫

+ ∞

t- ( t
0
+ h )

d_ (u )  ‖ xt‖ . ( 18)

实际上 ,若|x ( t )|< ‖ xt‖ ,则 D
+ ‖ xt‖ = 0.

若|x ( t )|= ‖ xt‖ ,则 D
+ ‖ xt‖ = D

+ |x ( t )|≥ 0,

不妨设 x ( t ) > 0,若 x′( t ) = 0,则 ( 22)成立 .下设

x′( t ) > 0.由引理 1, x (s ) > 0, s∈ [t0 + h ,h ].于是

( e
λt
x ( t ) )′= e

λt
F ( t ,xt )

≤ eλt∫
∞

0
max 0, max

f∈ [- u ,o ]
( - x ( t + f) ) du

= e
λt

(∫
t- ( t

0
+ h )

0
+∫

+ ∞

t- (t
0
+ h )

)

　 m ax 0, max
f∈ [- u , 0]

( - x ( t + f) ) d_ (u )

≤ eλt∫
+ ∞

t - (t
0
+ h )

d_ (u)  ‖ xt‖ ,

从而

x′( t ) ≤∫
+ ∞

t - (t
0
+ h)

d_ (u)  ‖ xt‖ - λx ( t ) ≤

∫
+ ∞

t- ( t
0
+ h )

d_ (u )  ‖ xt‖ ,

故 ( 21)总成立 ,由此得到

‖ xt‖ ≤‖ xt
0
+ h‖ ex p(∫

t

t
0
+ h∫

+ ∞

s- ( t
0
+ h )

d_ (u )ds )≤

‖ xt
0
+ h‖ ex p(∫

+ ∞

0∫
t
0
+ h+ u

t
0
+ h

dsd_ (u ) ) ≤ ‖ xt
0
‖ ex p

(_ 0+ h +∫
∞

0
ud_ (u ) )≤WH , t≥ t0 + h. ( 19)

由 ( 17)、 ( 19)易知 ( 1)的零解一致稳定 .证毕 .

为了得到 ( 1)的零解的一致渐过稳定性 ,还需利

用下面两个引理 .

引理 2　设 ( 2)、 ( 6)成立或者 ( 3)、 ( 8)成立 .又

设W0 > 0,X> 0,满足W0 H0≤ H ,X0 < W0 H0 .则对此

W0、X0 ,存在 T > 0,使得对 ( 1)任一满足 ‖ x t
0
‖ ≤W0

的解 x ( t ) ,当 t≥ t 0 ,|x ( t+ T )|≥X0蕴含着存在f∈

[t , t + T )使得 x (f) = 0,而|x (s )|> 0, s∈ (f, t+

T ].

引理 2的证明类似于文献 [5]引理 2. 2的证明 ,

此处从略 .

引理 3　设 ( 2)、 ( 7)成立或者 ( 3)、 ( 9)成立 .又

设W0 > 0,X0 > 0,满足W0 H0≤ H ,X0 <W0 H0 .则对此

W0、X0 ,存在T0 > 0,U0 > 0使得对任意T∈ ( 0,T0 ]及任

意U≥ U0 ,由

‖ xt0‖ ≤W0 , t 1≥ t0 , t≥ t1 + 2U,|x ( t )|≥X0 ,

|x (s )|≤ ( 1+ T)|x ( t )|,s∈ [t 1 , t ] ,

可推出|x (s )|> 0, s∈ [t1 + 2U, t ].

证明　不妨设 x ( t ) > 0.若上述论断不成立 ,则

存在序列 {Tn }、 {Un } ,Tn→ 0+ ,Un→+ ∞ ,及序列 {tn }、

{sn }、 {S
1
n }、 {Tn }、解序列 { x

n
}使得 ‖ x

n
t
n
‖ ≤W0 , sn≥

tn , Tn > 0, S
1
n≥ sn + 2Un , x

n
( S

1
n ) = 0,x

n
(s ) = 0, s∈

( S
1
n , S

1
n+ Tn ] ,|x

n
(s )|≤ ( 1+ Tn ) x

n
(sn+ 2Un+ Tn ) ,

s∈ [sn , S
1
n + Tn ] ,而 x

n ( S
1
n + Tn )≥X0 . 由引理 2, Tn

≤ T .下记 S
3
n = S

1
n + Tn ,X

n
= x

n
( S

3
n ) .由一致稳定性

的证明 ,当 t≥ tn时 ,|x
n
( t )|≤W0 H0 ,由 ( 1)、 ( 2)或

( 3) ,当 t∈ [sn + Un , S3
n ] ,

d
dt ( e

λt
x
n
( t ) ) = e

λt
F ( t ,x

n
t )

≤ eλt∫
∞

0
max 0, max

s∈ [-u , 0]
( -x ( t + s ) ) d_ (u )

= eλt (∫
U
n

0
+∫

+ ∞

U
n

) max { 0, m ax
s∈ [-u , 0]

( -x ( t + s ) ) }d_ (u )

≤ eλt [ ( 1+ Tn )Xn∫
U
n

0
d_ (u ) + W0 H0∫

∞

U
n

d_ (u ) ]

≤ vn_ 0eλtXn ,

其中νn =
1+ Tn
_ 0

[∫
U
n

0
d_ (u ) +

W0 H0

X0∫
∞

U
n

d_ (u) ] ,

显然 vn > 1且 vn→ 1
+

,易见 ,当 t≤ S
3
n时 ,

x
n ( t )≥Xn [

vn_ 0

λ
- (

vn_ 0

λ
- 1) eλ(S 3

n
- t ) ] , ( 20)

若λ> _ 0 ,由于 vn→ 1+ ,故对充分大的 n有
vn_ 0

λ
< 1,

从而 ,对此 n,

x
n ( S

1
n )≥Xn [

vn_ 0

λ
+ ( 1 -

vn_ 0

λ
) eλ( S

3
n

- t) ] > Xn
vn_ 0

λ
,与

x
n ( S

1
n ) = 0矛盾 ,故以下设λ≤ _ 0 ,取 S

2
n使得

e
-λ( S 3

n
- S2

n
)

= 1-
λ

vn_ 0
,由 x

n
( S

1
n ) = 0及 ( 20)可知

S
2
n≥ S

1
n ,定义

d
n
(s ) =

X
n

[
vn_ 0

λ
- (

vn_ 0

λ
- 1) e

λ( S 3
n

- s )
] , s∈ [S

2
n , S

3
n ]

　 0,　　　 　 s∈ [S
1
n , S

2
n ]

-vnXn min{ 1,
_ 0

λ
( eλ( S

3
n

- s ) - 1) } , s≤ S
1
n .

　　易证dn (s )单调增 ,且 x
n (s )≥dn (s ) , s≤ S

3
n .

若 ( 2)成立 ,由 ( 1)、 ( 2) ,

　　 e
λS3

nXn≤ -∫
∞

0∫
S

3
n

- u

S 1
n

- u
eλ( s+ u)dn (s )dsd_ (u ) = - (∫

2U
n

0
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+∫
∞

2U
n

) (∫
S3
n

- u

S1
n

- u
eλ(s+ u )dn (s ) dsd_ (u )

≤ -∫
2U

n

0∫
S3
n

- u

S1
n

- u
e
λ(s+ u )
d
n
(s ) dsd_ (u )+

H0W0

λ
e
λS3

n ( 1 -

e-λ( S3
n

- S1
n

) )∫
+ ∞

2U
n

d_ (u ) .

由于Un→∞ ,故对充分大的 n,有 2Un≥ T≥ S
3
n

- S
1
n ,于是 ,对此 n ,

e
λS3

nXn≤ - (∫
S

3
n

- S2
n

0
+

∫
2U
n

S
3
n

- S
2
n

)∫
S 3
n

- u

S
1
n

- u
e
λ( s+ u)
d(s ) dsd_ (u ) +

H0W0

λ∫
+ ∞

2U
n

d_ (u )

≤ - (∫
S

3
n - S

2
n

0
+∫

+ ∞

S
3
n

- S
2
n

)∫
S

3
n - u

S 1
n

- u
e
λ( s+ u)
d(s ) dsd_ (u ) +

Wn e
λS3

n ,

其中Wn =
H0W0

λ∫
+ ∞

2U
n

d_ (u ) ,易见当 n→∞时 ,Wn→ 0.

类似于引理 1的证明 ,

e
λS3

nX
n
≤ e

λS3
nX

n∫
+ ∞

0
(

eλu - 1
λ

-
eλu

2vn_ 0
) d_ (u) -

e
λS3

nX
n
 
_ 0

λ2
{
λ
_ 0

-
λ

2

2vn_
2
0
+ (vn -

λ
_ 0

ln( 1 -
λ

vn_ 0
) ) }

∫
-

1
λln( 1-

λ
vn_ 0

)

0
e
λu

d_ (u ) + Wn e
λS 3

n ,

从而

1 ≤ ∫
+ ∞

0
(

e
λu

- 1
λ

-
e
λu

2vn_ 0
) d_ (u) -

_ 0

λ2
λ
_ 0

-
λ

2

2vn_
2
0
+ (vn -

λ
_ 0

ln( 1 -
λ

vn_ 0
) )  

∫
-

1
λln( 1-

λ
vn_ 0

)

0
e
λu

d_ (u ) +
Wn
X0

. ( 21)

若λ< _ 0 ,令 n→∞ ,由 vn→ 1
+

,Wn→ 0及 ( 7)得

1≤∫
+ ∞

0
(

eλu - 1
λ

-
eλu

2_ 0
) d_ (u) -

_ 0

λ2 f (
λ
_ 0

)

∫
-

1
λln( 1-

λ
_

0
)

0
eλud_ (u ) =

_ 1 - _ 0

λ
-
_ 1

2_ 0
-_ 2 < 1.

矛盾 .

若λ= _ 0 , ( 21)变为

1≤∫
+ ∞

0
(
eλu - 1
λ

-
eλu

2vnλ
) d_ (u ) -

1
λ

{ 1 -
1

2vn
+

(vn - 1) ln( 1 -
1
vn

) }∫
-

1
λln( 1-

1
v
n

)

0
e
λu

d_ (u) +
Wn
X0

,

令 n→∞ ,由νn→ 1
+

,Wn→ 0得

1≤∫
∞

0
( e
λu

- 1
λ

- e
λu

2λ
)d_ (u ) - 1

2λ∫
∞

0
e
λu

d_ (u )

= -
1
λ∫

∞

0
d_ (u ) .

　　矛盾 .

类似地可以证明当 ( 3)、 ( 9)成立时 ,也可导出矛

盾 .证毕 .

定理 1与定理 2( ii )的证明:

证明　由一致稳定性的证明 ,若W0满足W0 H0≤

H ,则当 ‖ xt
0
‖ ≤W0时 ,

　　‖ xt‖ ≤‖ xt
0
‖  H0 , ( 22)

下证在此W0下 , ( 1)的零解一致吸引 .若不然 ,存在X0

∈ ( 0,W0 H0 ) , {tn }、 {Tn }及 ( 1)的解序列 { x
n
} ,使得 tn

≥ 0, Tn→∞ ,‖ xt
n
‖ <W0 ,而|xn ( tn + Tn )|≥X0 .对

此W0 ,X0 ,可得到保证引理 2成立的常数 T > 0及保证

引理 3成立的常数T0 > 0, U0 > 0.现取正整数 k、n使

得 ( 1+ T0 ) kX0 > W0 H0 , Tn > k ( T+ 2U0 ) .记f0 = tn+

Tn .则|x
n

(f0 )|≥X0 ,由引理 2,存在 t∈ [f0 - T ,f0 ] ,

使得 x
n

( t ) = 0. 又由引理 3,存在f1∈ [f0 - ( T +

2U0 ) ,f0 )使得|x
n

(f1 )|> ( 1+ T0 )|x
n

(f0 )|.类似地 ,

存在f2∈ [f1 - ( T+ 2U0 ) ,f1 )满足|xn (f2 )|> ( 1+

T0 )|xn (f1 )|.重复上述步骤 ,存在 fk ∈ [fk - 1 - ( T +

2U0 ) ,fk- 1 )  [tn , tn + Tn ]使得 |x
n
(fk )|> ( 1 +

T0 )|x
n

(fk - 1 )|> ( 1+ T0 )
k
|x

n
(f0 )|≥ ( 1+ T0 )

k
X0 >

W0 H0 ,这与 ( 22)矛盾 .证毕 .
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