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摘要　讨论一类退缩的拟线性椭圆方程在有界域K RN上的 Dirichlet问题:

( P) - 5  (g (|5 u|T)|5 u|T- 25 u ) = λ( x ) um + uq , u≥ 0, u 0, inK,

u| K = 0,

至少有两个正解的存在性 , 其中 2 < 2T< N , 0 < m < 1, 2T< q < q* - 1,q* =
2TN

N - 2T
.
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Abstract　We obtain at least two positiv e solutions for the follow ing problems (P ):

- 5  ( g (|5 u|T)|5 u|T- 25 u) = λ(x )um + u
q ,u≥ 0,u 0, inK,

u| K = 0,

whereK R
N
i s a bounded domain wi th smoo th boundary K, 2 < 2T< N , 0 < m < 1, 2T< q

< q
* - 1 and q

* =
2TN

N - 2T
.
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　　本文研究下列问题 ( P )的正解存在性:

(P )

- 5  (g (|5 u|T)|5 u|T- 25 u )

　 = λ(x )um + u
q ,u≥ 0,u 0,在K中 ,

u| K = 0,

其中K R
N
是一光滑有界区域 , N是欧氏空间的维

数 .我们在 W
1. 2T
0 (K) E中讨论问题 ( P )弱的正解 ,

即 u∈ E ,u≥ 0,u 0,对任何h∈ E下面积分恒等

式成立:

　　∫
K

g (|5 u|T)|5 u|T- 25 u5 h-∫
K

λ( x )um+ h-

∫
K

u
q
+ h= 0, ( 1)

其中 2 < 2T< N , 0 < m < 1, 2T< q < q
*

- 1,q
*
=

2TN
N - 2T

,它是 W
1. 2
0 (K)嵌入 L

q*

的临界指数 . E的范

数通常规定为 ‖ u‖ 2T=∫
K

|5 u|2T, u∈ E,以后用∫

代表∫
K

,把 L
s

(K)范数记为| |s ,u+ max (u , 0) ,u- 

min(u , 0) .与问题 ( P )相应的能量泛函是:

I (u ) =
1
T∫G(|5 u|

T
) -∫λ(x )

m+ 1
u
m+ 1
+ -∫

u
q+ 1
+

q+ 1
, ( 2)

其中 G( t ) =∫
t

0
g (f) df.

对于任何h∈ E , I (u )的 Frechet导数是:

( I′(u ) ,h) = ∫g (|5 u|
T
)|5 u|

T- 2
5 u5 h -

∫λ( x )um+ h-∫u
q

+ h, ( 3)

对 g ( t )我们假设有:
　　 H ( g ) 1: g ( t )∈ C′( [0, + ∞ ) , [0, + ∞ ) ) , g ( 0)

= 0,g在 R
1
+ 上存在 a,b > 0,成立 at < g ( t ) < bt ,且

有 (q+ 1)a > 2Tb;

　　 H ( g ) 2:满足椭圆条件:令 Gij 
 2G( t )
 ti tj

, t = ( t1 ,

… , tn ) ,存在W0 ,W1 > 0使

　　W0|t|
2T- 2
|a|

2
≤ Gij ( t )aiaj ≤W1|t|

2T- 2
|a|

2
,

对任何a∈ R
N
成立 .对λ( x )我们有假设:

　　 H (λ) 1:λ( x )≥ 0,λ(x ) 0,λ( x )∈ L
θ
∩ L

∞
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θ= 2TN / [2TN - (m+ 1) ( N - 2T) ];
H (λ) 2: 表示|λ|θ是小的 ,即记

　　_  
|λ|θ

(m+ 1) S( m+ 1) /2T,ν 
|K|1- (q+ 1) /q

*

(q+ 1) S( q+ 1) /2T, ( 4)

并有

　　_ [
_ ( 2T- m - 1)
ν(q+ 1 - 2T)

]
( m+ 1- 2T)

q- m +

ν[_ ( 2T- m - 1)
ν(q+ 1 - 2T)

]
q+ 1- 2T
q- m < a

2T
,

在 ( 4)中的 S是 E嵌入到 L
q*

的最佳 Sobo lev常
数:

　　S = inf
∫|5 u|

2T

(∫|u|q
*

)
2T/q* |u∈ E ,u 0 . ( 5)

对形状如 ( p )的一类退缩拟线性椭圆方程非平

凡解存在问题的讨论我们做过一些工作
[1～ 4 ]

,这些工

作指出 ,不管方程右端是临界增长还是次临界增长 ,

它们到少存在一个非平凡解或至少存在一个正解 .近

期我们讨论了 p-Laplace方程 [ 5] ,对此方程右端添加

一个次线性项后 ,除按有关的翻山原理至少可找到一

个正解外 ,还可在 E的原点附近再找到一个正解 ,这

无疑是很有意义的结果 ,这样就可提出一个问题 ,上

述结果对在电磁流体力学、渗透理论和生态理论中常

遇到的一类退缩拟线性椭圆方程的问题 (P )是否也

会成立?经我们研究可以得出下列结论:

定理　若 g ( t )和λ(x )分别满足 H ( g ) 1、 H (g ) 2

和 H (λ) 1、 H (λ) 2 ,则问题 ( P )至少有两个正确 u
-,u- ,

即 u
-≥ 0, u-≥ 0,且 u

- 0, u- 0,有 I (u- ) < 0 < I (u-) .

1　引理

引理 1　 若 g ( t ) 和 λ(x ) 分别满足 H ( g ) 1、

H (g ) 2 及 H (λ) 1、 H (λ) 2 , 则存在 d0 , r 0 > 0, 使

I (u)| B
d0
≥ r 0 > 0,其中Ud

0
是在空间 E中 ,球心在原

点 ,半径为d0的球体 .

　　证明　由 S≤∫|5 u|2T /(∫|u|q
*

) 2T/q
*

知 ,

　　|u|q* ≤‖ u‖ /S
1
2T, ( 6)

由 H (λ)1知 ,λ( x )∈ L
θ
∩ L

∞
,|u|

m+ 1
∈ L

q
*

/(m+ 1)
,
1
θ

+
m+ 1

q
* = 1,由 Holder不等式知

　　∫λ( x )um+ 1
+ ≤ (m + 1)_‖ u‖

m+ 1
, ( 7)

另外 ,由

1
q+ 1

=
k
2T
+

1 - k
q
* ,其中k=

N
q + 1

-
N - 2T

2T
,

及插入不等式可得

　　∫uq+ 1
+ ≤ (|u|

k
2T|u|

1-k
q
* ) q+ 1 ,

而|u|2T≤|K|
1
N|u|q* ,|K|是有界域K的测度 ,故

　　∫u
q+ 1

+ ≤ ( q+ 1)ν‖ u‖ q+ 1 , ( 8)

另一方面

　　 I (u ) ≥
1
T∫G(|5 u|

T
) -

1
m + 1∫λ(x )u

m+ 1
+ -

1
q+ 1∫uq+ 1

+ ≥
a
2T
‖ u‖ 2T - _‖ u‖ m+ 1 - ν‖ u‖ q+ 1 ,

记　R (d) d2T(
a
2T

- _dm+ 1- 2T - νdq+ 1- 2T) ,

　　 R
- (d) _d

m+ 1- 2T
+ νd

q+ 1- 2T
,

当d→ 0时或d→+ ∞时都有 R
- (d)→+ ∞ ,故在d0

> 0处 , R- (d)有最小值 ,并可求出d0:

　　d0 = [
_ ( 2T- m - 1)
ν(q+ 1 - m - 1)

]
1

q - m > 0,

由 H (λ) 2知 ,并记

　　 r 0 = d
2T
0 (

a
2T

- _d
m+ 1- 2T
0 - νd

q+ 1- 2T
0 ) > 0.

　　证毕 .

引理 2　E中存在 e ,‖ e‖ > d0使 I (e )≤ 0.

证　取 u0∈ E, u0≥ 0,u0≠ 0,且当 t→+ ∞时

有

　　 I ( tu0 ) = 1
T∫G(|5 tu0|T) - t

m+ 1

m + 1∫λ(x )u
m+ 1
0 -

　
t
q+ 1

q+ 1∫u
q+ 1
0

≤
bt

2T

2T∫|5 u0|
2T
-

t
q+ 1

q+ 1∫u
q+ 1
0 → - ∞ ,

于是可取足够大的 t = t 0 ,取 e= t0u0 ,就有 I (e )≤ 0.

证毕 .

由引理 1和引理 2知 ,没有 (PS )条件的翻山引

理 [ 6]成立 ,即在 E中存在序列 {un }使

　　 I (un ) → c, I′(un )→ 0, ( 9)

其中 c= inf max
r∈ Γ0≤ t≤ 1

I (r ( t ) ) ,c≥ r0 ,这里

　　Γ= {r∈ c′( [0, 1] , E )|r ( 0) = 0, r ( 1) = e} ,并

称满足 ( 9)的序列 {un }为 ( PS) c序列 .

　　引理 3　 ( PS )c序列 {un }是有界的

　　 证 明 　 I (un ) =
1
T∫G(|5 un|

T
) -

1
m + 1∫λ(x )um+ 1

n
+ -

1
q+ 1∫uq+ 1

n
+ , ( 10)

〈I′(un ) ,un〉 =∫g (|5 un|T)|5 un|
T
-∫λ(x )um+ 1

u
+

-

∫u
q+ 1

n
+

, ( 11)

7广西科学　 2000年 2月　第 7卷第 1期



做 (q+ 1) I (un ) - 〈I′(un ) ,un〉运算后并由 ( 7)知

　　
q+ 1
T∫G(|5 un|T) -∫g (|5 un|T)|5 un|T

　　≤ (q + 1) I + ‖ u‖ + (g - m )_‖ u‖ m+ 1 ,

其中 I
  sup I (un ) ,而由 H (g ) 1 ,得

　　
q+ 1
T∫G(|5 un|

T
) -∫g (|5 un|

T
)|5 un|

T
≥

[ (q + 1)a
2T

- b ]‖ u‖ 2T,

因此 ‖ un‖ 有界 .

　　另外 ,

〈I′(un ) ,un
-
〉 =∫g (|5 un|T)|5 un|T- 25 un5 un

-
-

∫λ(x )umn+ un- -∫u
q
n
+ un- ≥∫g (|5 un-|

T
)|5 un-|

T

≥ b∫|5 un
-
|

2T
.

　　当 n→∞时有‖ un
-
‖ = 0,故 un≥ 0在K内几

乎处处成立 .由引理 3及弱紧原理知 {un }中存在子
列 ,仍记为 {un } ,在 E中弱收敛于 u∈ E ,且有 un→ u

≥ 0在 L
2T中成立 ,从而在K内几乎处处成立 un→ u

≥ 0.

　　引理 4　若 Q( t ) =
1
T
G(|t|T) , t = ( t1 ,… , tn ) ,

|t|2 = ∑ t
2
k ,则成立

　　 [5 Q( t ) - 5 Q(s ) ]  ( t - s )≥
W0|t - s|2T

T( 2T- 1)
.

( 12)

　　证明　直接计算有:

　　 [5 Q( t ) - 5 Q(s ) ]  ( t - s ) =∫
1

0
∑

N

i , j= 1

 
2
Q(s+ f( t - s ) )

 ti tj ( ti - si ) ( tj - sj ) df

由 H (g ) 2知

　　
1
T∫

1

0
∑

N

i, j= 1

 2G(s+ f( t - s ) )
 ti tj

( ti - si ) ( tj - sj ) df

≥
W0

T∫
1

0
|s - f( t - f)|2T- 2|t - s|2df≥|t - s|

2T

2T- 1
.

　　证毕 .

　　引理 5　 ( PS )c序列 {un }在 E中有收敛的子列 .

　　证明 　〈I′(u j ) ,h〉 =∫g (|5 uj|
T
)|5 u j|

T- 2
5 h

-∫λ(x )umj+h-∫uqj+h, ( 13)

　　〈I′(uk ) ,h〉 = ∫g (|5 uk|T)|5 uk|T- 25 h -

∫λ(x )umk+h-∫u
q

k
+
h, ( 14)

对任何h∈ E成立 .作 ( 13) - ( 14)运算 ,并取h= uj

- uk 有

　　∫(g|5 uj|T|5 uj|T- 25 u j -

g (|5 uk|T)|5 uk|T- 25 uk ) ( 5 uj - 5 uk ) = 〈I′(uj ) -

I′(uk ) , (u j - uk )〉+∫λ(x ) (umj+ - u
m
k
+
) (u j - uk ) +

∫(u
q

j
+

- u
q

k+ ) (uj - uk ) , ( 15)

由引理 4知 , ( 15)的左端大于
W0

T( 2T- 1)∫|△uj -

5 uk|
2T
,且由 H (λ) 1 ,知λ( x )是有界的 ,再由 (PS )C序

列的有界性及它们嵌入到 L
q+ 1空间是紧的 ,故当 i ,k

→∞时 ( 15)式的右端趋于零 ,从而有
　　‖ uj -uk‖ E→ 0.

　　证毕 .

2　定理的证明

1. u-存在性 .对 ( PS) c序列 {un } ,由引理 3、 4、 5知
存在子列 ,仍记为 {un }和 u∈ E,现记此 u为 u

-,即 u
- 

u ,使 un→ u
-在 E中强收敛 ,且 u

-≥ 0在K内几乎处处
成立 .由于问题 (P )属次临界增长 ,由文献 [7 ]知 u

-是
( P )的一个正解 ,即 I′(u-) = 0, I (u-) > 0.

2. u- 的存在性 .设h∈ E,h≥ 0和 t≥ 0有

　　 I ( th)≤ bt
2T

2T∫|5h|2T - t
m+ 1

m+ 1∫λ( x )hm+ 1 ,

由 2T> m+ 1知 ,当 t适当小时 ,有 I ( th) < 0.而由
引理 1知 ,存在球 B = {u∈ E|‖ u‖ ≤d0 } E,使
inf
u∈  B

I (u ) > 0,故可取适当小的 t0使 t0h∈ B ,且有

I ( t 0h) < 0,故存在 c- : - ∞ < c- inf
B-

I (u ) < 0.设

　　 0 < X< inf
 B

I (u ) - inf
B

I (u ) ,

由著名的 Ekeland变分原理 [ 8] 用于 I (u ): B-→ R ,对
任何X> 0,存在 uX∈ B-使

　　 I (uX) < inf
B-

I (u ) + X, ( 16)

和
　　 I (uX) < I (u) + X‖ u - uX‖ , ( 17)

对任何 u∈ B ,且 u≠ uX成立 .从 ( 16)知 , I (uX) < inf
 B

I (u ) ,于是 uX∈ B ,类似于文献 [5 ]有‖ I′(uX)‖ <X.
现令 X变动且趋于零 ,即得一个序列: X1 ,X2 ,… ,

Xn… 且Xn→ 0,从而得序列 {uX
n
}∈ B

- ,且当Xn→ 0时

I′(uX
n
)→ 0, I (uX

n
)→ C- ,故 {uX

n
}是 ( PS )C

-
序列 ,这样

重复使用引理 3、 4、 5及 u
-存在性证明方法知 {uX

n
}在

E中强收敛于 u-∈ B
- ,且在K内几乎处处成立 u-≥ 0,

故 u- 是问题 (P )的另一个正解: I′(u- ) = 0, I′(u- ) < 0.

　　定理证毕 .
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　　 Fo r 1 < _ ≤ 2, let f _ (x ) = min{_ x ,_ ( 1 - x ) }
fo r any x∈ [0, 1 ]. Each f _ i s so-called the tent map.

Like in reference [5] , deno te by K ( f _ ) the kneading
sequence o f f _ .

　　 Theorem 4. 2　 ( i ) P = {j(Z( K ( f _ ) ) ): 1 < _≤
2} ,
　　 ( ii) Let x ∈ P and x = j(Z( K ( f _ ) ) ) for some
1 < _ ≤ 2. Thed( x ) = _ .

　　 ( iii ) Let y ∈ ∑ - P. Then there exists

uniquely an x ∈ P such tha td( y ) = d( x ) .
　　 Proof　 ( i ) By Lemma 3. 1 w e know that an

element x ∈ ∑ is primary if and only ifa(h(x ) ) i s
primary in sense o f reference [5 ]. Then by reference
[5 ] and the mono tonici ty of kneading sequences o f
tent maps w e have the desi red conclusion.
　　 ( ii ) Note that f _ has the topological ent ropy
h ( f _ ) = lo g_ fo r any 1 < _ ≤ 2. Then, by reference
[ 7 ] and ( ii ) of Lemma 4. 1, w e have h ( f_ ) =
lo gd(x ) = log_ and thusd(x ) = _ .

　　 ( iii ) Since y∈ ∑ - P , we tha ta(h( y ) ) is non-

primary in the sense of reference [ 5 ]. Then there
exist a fini te primary sequence P∈ M - {RC} and a
Q∈ M - {C} such tha t
　　a(h( y ) ) = P* Q

and such a P i s unique. Put x = j(Z( P ) ) a nd z =

j(Z(Q) ) . Then by Lemma 3. 1 we have y = Sx (z ) .
Thus by ( iii ) of Lemma 4. 1 and Defini tion 4. 1 w e

haved( y ) = d( x ) . This completes the proof.

For any 1≤λ≤ 4. let gλ(x ) = λx ( 1 - x ) fo r
any x ∈ [0, 1 ]. By Theo remⅢ 1. 1 on page 173 in

reference [5] w e have∑ = {j(Z(K (gλ) ) ): 1≤λ≤
4} and then, Fo r any x ∈ T , there exists aλ∈ [1,
4 ] such tha t K ( gλ) = a(h( x ) ) . Let Ah(x ) be the
ma trix induced byh(x ) in reference [1 ]. Then h (gλ)

= logd( Ah(x ) ) . On the o ther hand, by reference
[ 7 ] and ( ii ) of Lemma 4. 1 w e have h (gλ) =
logd( x ) . Thus, by ( iii ) of Theorem 4. 2 and
Theo rem of reference [1 ] w e have

　　 Proposition 4. 3　 d( T )≡ {d( x ): x ∈ T } =

{d(x ): x ∈ T∩ P } = [1, 2 ].
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