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摘要　提出在不可逆聚集过程中的溶胶相与凝胶相相互作用的广义 F -模型 ,对其动力学方程进行求解 ,得到集

团尺寸分布 Cm (t ) ;对溶胶 -凝胶相变的相变时间进行讨论 ,求出相变时间 tc ;对系统的溶胶相和凝胶相的质量变

化进行了讨论 ;对广义 F-模型与广义 S -模型进行了比较 ;还分别讨论这两个模型的集团尺寸分布 Cm ( t )的长时

渐进行为 .
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Abstract　 The exact so lution ( size distribution Cm ( t ) and mom ents Mn ( t ) ) o f generali zed

Smoluchvski 'equa tion (g enerali zedF -model ) wi th a coagulation ra te is given fo r monodispers

initial dist ribution Cm ( 0) in the so l and gel phases, w here generali zed F -model is assumed

interaction betw een the so l ( t < tc ) and gel phases ( t≥ tc ) . The gel point , sol mass and gel

mass near the non-equilibrium phase transition a re calculated. The behav io r o fCm ( t ) is obtained

fo rm→∞ , t→∞ .

Key words　 coagulation kernal , si ze dist ribution of clusters, n -polym er i rrev ersible

agg reva tion processes, g enerali zed kinetics o f g elation, so lution-gelation t ransi tio n

　　不可逆聚集过程的研究 , 特别是溶胶 -凝胶相变

的研究 ,引起了人们的关注 ,人们主要研究的是从任

意的初始分布导致凝胶相变的动力学行为 ,这些工作

首先是由 StockMayer
[ 1]提出的 S-模型和 Flo ry

[2 ]提

出的 F -模型来进行的 . 描述不可逆聚集过程的基本

动力学方程是 Smoluchov ski方程
[3, 4 ]

, 方程如下:

dCk

dt =
1
2∑i+ j= k

K ( i , j )CiCj - Ck∑
j

K ( j ,k )Cj ,

( 1)

其中集团尺寸分布 Ck (k = 1, 2,… )表示具有 k个基

本单元组成的溶胶相集团的浓度的集合 , K ( i , j )CiCj

表示 i集团和 j集团结合形成 ( i+ j )集团的速率 .方

程 ( 1)中对所有的溶胶相集团求和 ,K ( i , j )是凝结速

率 .它由集团扩散和集团碰撞的统计概率所决定
[ 4, 5]

,

在 Flo ry-Sto ckM ayer的统计理论中一个 k集团包含

(k - 1)个键和 Sk = ( f - 2)k+ 2个自由活性团 ,因

此溶胶相的动力学方程为
[6 ]

:

　　
dCk

dt
=

1
2∑i+ j= k

Si S jCiCj - _ s SkCk , ( 2)

其中最后一项是 k集团与溶胶相的其它自由活性团
_ s反应而减少的集团分布数 ._ s是溶胶相的所有自由
活性团数:

　　_ s ( t ) = ∑
∞

k= 1

SkCk ( t ) , ( 3)

方程 ( 2)的一个基本性质是在 t < tc (胶凝点 )时溶胶

相的质量守恒 ,即 M ( t ) = ∑
∞

k= 1
kCk ( t ) = 1,在 t≥ tc

时 ,质量不守恒 ,此时形成凝胶相 ,凝胶相的质量为:

　　 G( t ) = 1 - M ( t ) , ( 4)

t≥ tc时 ,k集团的浓度将减少 ,这是由于它不仅与溶
胶相反应 ,而且与凝胶相反应 .因此:

　　_ ( t ) = _ s ( t ) + _ g ( t ) , ( 5)
考虑与凝胶相的反应 ,动力学方程 ( 2)的 _ s在 t≥ tc

时 ,将由 _ ( t )所替代 ._ g ( t )的反应方程由溶胶相与
凝胶相的相互作用来决定 ,考虑这些因素 Zif f和 Stell

提出一个模型 -F模型 [ 7, 8] ,在该模型中 ,自由团数
_ ( t )所满足的方程在胶凝点前 ( t < tc )和胶凝点后 ( t
≥ tc )都是一样的 ,从动力学方程 ( 2)推出: _ ( t ) = -

_ ( t )
2
, Zi ff和 Stell证明 F-模型所得结果对应于 Flo ry

的凝胶理论 [7, 8 ] .如果不考虑溶胶相与凝胶相的相互
作用 ,这样的模型称为 S-模型 [6, 7, 9 ] . 在该模型中 ,

_ ( t ) = _ s ( t ) ,_ g = 0,所得的结论对应于 StockM ayer
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的凝胶理论 .上述动力学方程考虑的是集团两体的相
互作用 ,在实际的低分子单体聚合成分子的过程中 ,

就有可能出现多个单体集团之间的相互作用 ,单一多
体相互作用的不可逆聚集过程由广义 Smo luchov ski

方程来描述 [10 ]:

　　
dCm

dt
=

1
n! ∑

i 1+ i2+ …+ in= m

K ( i 1 , i 2 ,… , in )Ci
1
Ci

2
…Ci

n

-
Cm

(n - 1)! ∑i
1
, i

2
,… , i

n

K ( i1 , i2 ,… , in- 1 ,m )Ci
1
Ci

2
… Ci

n- 1
,

( 6)

对不同的 K ( i 1 , i 2 ,… , in ) ,方程 ( 6)所描述的不可逆
聚集过程的动力学行为是不同的 . Yu Jiang等人从方
程 ( 6)出发 ,求解了几种不同形式的核 ,得到在不可
逆聚集过程中发生溶胶 -凝胶相变的相变指数和集
团尺寸分布

[10～ 13 ]
,本人也对几种非凝胶系统进行了

研究
[14～ 16 ]

,求出了不可逆聚集过程中集团尺寸分布
及其长时渐进行为 .然而 ,动力学方程 ( 6)没有考虑
溶胶相与凝胶相的相互作用 ,该模型是属于多体的不
可逆聚集过程的 S -模型 ,即广义 S-模型 .因此 ,本文
将讨论溶胶相与凝胶相的相互作用 ,提出多体的不可
逆聚集过程的 F-模型 ,即广义 F-模型 .在该模型中 ,

我们将考虑一个 k-集团的自由团数是 S≈ f k ,这种
情形对应于聚集单体具有高官能团的情形 ,因此动力
学方程 ( 6)可表示如下:

　　
dCm

dt
=

1
n! ∑

i
1
+ i

2
+ …+ i

n
= m

i1 , i2 ,… , inCi
1
Ci

2
… Ci

n
-

mCm

(n - 1)!
[_ ( t ) ]n- 1 , ( 7)

其中在溶胶相:

　　_ ( t ) = _ s ( t ) = ∑
i
1
, i

2
,… , i

n- 1

i1 , i2 ,… ,

in - 1Ci
1
Ci

2
…Ci

n- 1
= 1, ( 8)

在凝胶相:

　　_ ( t ) = _ s ( t ) + _ g ( t ) , ( 9)

在广义 F-模型中 ,溶胶相的集团和凝胶相集团的动
力学行为是一样的 ,即 _ ( t )在溶胶相和凝胶相满足
相同的方程 ,系统总的活性团总数保持不变:

　　_ ( t ) = M ( 0) = 1, ( 10)

而在广义 S-模型中
　　_ g ( t ) = 0,

　　_ ( t ) = M ( t ) . ( 11)

　　我们将求解动力学方程 ( 7) ,然后比较广义 F-模
型与广义 S-模型所得结果以及它们的长时渐进行
为 .

1　广义 F-模型的精确解

广义 F-模型的动力学方程为:

　　
dCm

dt
=

1
n! ∑

i
1
+ i

2
+ …+ i

n
= m

i1 , i2 ,… , inCi
1
Ci

2
… Ci

k
-

mCm

(n - 1)!
_ ( t )n - 1 , ( 12)

初始分布: Cm ( 0) = Wm , 1 ,广义 F-模型: _ ( t ) = 1,广义

S-模型: _ ( t ) = M ( t ) .

引进生成函数:

　　 g (x , t ) = ∑
∞

m= 1
Cm ( t )emx ,

　　 f (x , t ) = ∑
∞

m= 1

mCm ( t )emx . ( 13)

　　则有:

　　 g (x , t ) = ∑
∞

m= 1

Mnx
n /n! ,

　　Mn ( x , t ) =  
 x

n

g (x , t )
x= 0

=
 
 x

n - 1

f (x , t )
x= 0

,

　　 g (x , 0) = ∑
∞

m= 1

Cm ( 0)emx = v (x ) ,

　　 f (x , 0) = ∑
∞

m= 1

mCm ( t )emx = u (x ) .

　　动力学方程 ( 12)可表示为:

　　 f
 =

f x

(n - 1)!
[ f

n- 1
- _

n- 1
] , ( 14)

　　 xt = -
1

(n - 1)!
[ f n - 1 - _n - 1 ] ,

　 f ( x , t ) =

u x +
1

(n - 1)!
t f

n - 1 -∫
t

0

_ (f) n- 1 df , ( 15)

其中 u
- 1

( f ) = x是 f ( x , t ) = u (x )的反函数 .

令　 x = s -
1

(n - 1)!
t f

n- 1 -∫
t

0

_ (f)n - 1df , ( 16)

则有:

　　 f (x , t ) = u (s ) , ( 17)

　　 x = s - 1
(n - 1)!

tu (s ) n- 1 -∫
t

0

_ (f)n- 1df .

( 18)

　　 f ( 0, t ) = M ( t ) = u [s ( 0, t ) ],

　　 s ( 0, t ) =

1
(n - 1)! tu

n - 1
[s ( 0, t ) ] -∫

t

0

_
n- 1

df=

1
(n - 1)!

tM
n - 1

-∫
t

0

_
n- 1

df . ( 19)

方程 ( 19)两边对 t求导 ,得

M ( t ) = u
- 1 1

(n - 1)!
 

M
n - 1

+ (n - 1)M
n - 2

Mt - _ (f)
n - 1 . ( 20)

1. 1　溶胶相的质量

　　 s ( 0, t ) = t
(n - 1)!

M
n- 1 -∫

t

0

_ (f)n- 1df . ( 21)

对所有的 t ,该方程有两个解: sa ( t ) = 0和 sb ( t ) ,

分别对应于: Ma ( t ) = u ( 0) = 1和 Mb ( t ) = u (sb ) .
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图解法分析得
[6 ]

: s ( 0, t ) = a( t ) ,

　　a( t ) = min( 0, sb ) = u (a) , ( 22)

当 t < tc时 ,a( t ) = 1,当 t≥ tc时 , a( t ) = sb ( t ) .

　　溶胶相的质量:

　　M ( t ) = min( 1, Mb ) = u (a) , ( 23)

当 t < tc时 , M ( t ) = 1,当 t≥ tc时 , M ( t ) = Mb ( t ) .

　　凝胶点 tc: 图解法分析中两条曲线 f ( x , t ) =

u ( x )和 f ( x , t ) =
x (n - 1)!

t
+ 1

1
n- 1

在 s= 0相

切时 ,则发生相变 ,凝胶点 tc为:

　　 tc =
(n - 2)!
u ( 0)

=
(n - 2)!
M2 ( 0)

, ( 24)

由 ( 24)式可以知道 ,凝胶点是随着 n的增加而增加 ,

表明多体的不可逆聚集过程中所发生的临界相变时

间向后推迟 , tc增大 ,多体碰撞的几率减少 ,当 n→∞

时 ,系统不可能发生凝胶相变 , tc→∞ .

1. 2　集团尺寸分布

　　在 ( 13)式中 ,令 z = e
x ,则

　　 f (z , t ) = ∑
∞

m= 1

mCm ( t )zm ,

　　u (z , t ) = u (x ) = ∑
∞

m= 1
mCm ( 0)z

m
,

　　z = e
s = y

exp -
1

(n - 1)! ( tu
n- 1

-∫
t

0

df_
n- 1

) , ( 25)

其中: y = e
s
, f = u ( y )和 z ( y )是可微的 , z ( y0 ) = z 0.

　　因此用 z - z 0的幂次对 f = u( y )进行 Lag range

展开得:

　　 f (z , t ) = u( y0 ) + ∑
∞

m= 1

(z - z 0 )
m!

 

d
dy

m- 1

u (y )
y - y0

z - z 0

m

y= y
0

, ( 26)

其中 y0 = u ( y0 ) = 0.

利用初始条件 ,可求解

　　Mb = u(sb ) =
(n - 2)!

t
. ( 27)

　　对广义 F-模型:

　　_ = 1, T =∫
t

0

df_n - 1 = t .

　　对广义 S-模型:

　　_ = M ( t ) , T =∫
t

0

dfM
n- 1

= tc+ (n - 2)! ln
t
tc

.

( 28)

　　由此方程 ( 26)可求得:　

　Cm ( t )=
q(n - 1) + 1

(n - 2)! (n - 2)!

q

exp
q(n - 1) + 1

(n - 1)!

/ q(n - 1) + 1 2
q(n - 1)　 (n = 2, 3,… ; q = 1, 2,

… ) ,

最后求得:

　　对广义 F-模型:

　　当 m = (n - 1) q+ 1时 ,

　Cm ( t ) =
q(n - 1) + 1

(n - 2)! (n - 2)!

q

exp
q(n - 1) + 1

(n - 1)!

/ q(n - 1) + 1
2
q(n - 1) . ( 29)

当 m≠ (n - 1)q+ 1时 ,Cm ( t ) = 0.

对广义 S -模型
[10 ]

:

当 m = (n - 1)q+ 1, t < tc时 ,

　Cm ( t ) = q(n - 1) + 1
(n - 2)! (n - 2)!

q

exp q(n - 1) + 1
(n - 1)!

/ q(n - 1) + 1 2
q(n - 1)　 (n = 2, 3,… ; q = 1, 2,

… ) ,

当 m = (n - 1)q+ 1, t≥ tc时

　　Cm ( t ) =

[q(n - 1) + 1]tc

[ (n - 2)! ]
2 exp

q(n - 1) + 1
(n - 1)!

t
tc

-
1

n- 1

/ q(n - 1) + 1 2
q(n - 1)　 (n = 2, 3,… ; q = 1, 2,

… ) ,

当 m≠ (n - 1)q+ 1时 ,Cm ( t ) = 0. ( 30)

　　 由此可见 ,广义 F-模型的集团尺寸分布是不同

于广义 S-模型的 ,这表明两种模型在聚集过程的动

力学行为是不同的:广义 F-模型集团尺寸分布是连

续的 ,而广义 S -模型集团尺寸分布是不连续的 ,在凝

胶点 tc处间断 .广义 S -模型的相变类似于玻色 -爱因

斯坦的凝聚 [ 6] .广义 F-模型和广义 S-模型的差别在

于广义 S -模型中宏观集团 (凝胶相 )的形成是由于溶

胶相的损失产生的 ,而广义 S-模型中没有考虑到溶

胶相与凝胶相的相互作用 .但不管广义 F-模型还是

广义 S-模型 ,发生的临界相变时间 tc =
(n - 2)!
M2 ( 0)

总

是一致的 .

1. 3　Cm ( t )的渐进性质

　　 Cm ( t )的渐进性质很容易从生成函数中得出 ,而

不必对生成函数的微分方程进行求解 ,由方程:

　　 f ( x , t ) = u x +
1

(n - 1)!
tf n- 1 -∫

t

0

_ n- 1 df ,

两边对 x求导 ,得

　　 f x ( x , t ) = u′1+
1

(n - 2)!
f x f

n - 2
t ,

　　 f x ( x , t ) = u′1 - f
n- 2

t
(n - 2)!

u′
- 1

, ( 31)
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在 x = x 0 ( t )处 , f (x , t )有一奇异点 ,使得 f x→∞ .

x 0 ( t )满足如下式子:

　　 1 -
f
n - 2

t
(n - 2)! u′= 0,

　　u′(x 0 + t f (x 0 , t ) - T ) = (n - 2)!
t

[ f (x 0 ,

t ) ]
- (n - 2)

, ( 32)
如果方程 ( 21)有解 ,那么就可找到解: x0 ( t ) = sc -
tu (sc ) + T .
　　在 x0 ( t )附近 ,将 f (x , t )表示为:
　 f ( x , t ) f ( x0 , t ) - b( x0 - x )λ (b > 0) , ( 33)
代入方程 ( 14)得:

当 n =
1
λ
时 ,得:

　　a
 = ( - 1) n- 1 b

n

n!
,

　　 x
 

0 =
_

(n - 1)!
-

a
n - 1

(n - 1)!
,

　　b = ( - 1)
(n - 2)! n!

a
n - 2 x 

1
n

. ( 34)

　　对于广义 F-模型: _ = 1,则有:

　　 x 0 =
1 - a

n - 1

(n - 1)!
,

　　b = ( - 1)
(n - 2)! n!

a
n - 2 x 

1
n

, ( 35)

利用下列关系
[5, 6 ]

,如果

　　∑ nk e
kx
≈ b( x0 - x )

λ
　 (x↑ x0 ) ,

那么: nk 
b

Γ( - λ)
k

-λ- 1 exp( - kx 0 ) .

　　因此 ,可有

Cm ( t ) 
(- 1) [

(n - 2)! n!
a
n - 2 x 0

Γ(-
1
n

)
m

-
2n- 1

n exp( - mx0 ) .

( 36)

　　对于广义 F-模型: x 0 = 1
(n - 1) t

2 ,

　　Cm ( t ) 

(- 1) [ [ (n - 2)! ]
1

n- 1n! ]
1
n

(n - 1)
n
Γ( -

1
n

)

t
1

n- 1

m
-

1
n

- 2 exp ( -

mx 0 ). ( 37)
　　对于广义 S-模型:

　　 x 0 = 0,a = M ( t ) ,x 0 = -
M

n - 2

(n - 1) t2
M ( t ) ,

　Cm ( t ) 
( - 1) [M ( t )n! ]

1
n

Γ( -
1
n

)
m

-
1
n

- 2exp(- mx 0 ) .

( 38)
　　当 n = 2时
　　对应于 F-模型:

　　Cm ( t ) 
1

2ct
2

1
2

m
-

5
2 exp( - mx 0 ) ;

　　对应于 S-模型:

　　Cm ( t ) -
M
2c

1
2

m
-

5
2 exp( - mx 0 ) . ( 39)

　　该结果与 Zif f[ 6]和 Lushnikov[ 17]等人的结果恰

好一致 ,而 ( 38)式的结果与文献 [16 ]的结果是一致
的 .

2　小结
　　从广义 Smoluchowski方程出发 , 我们讨论了两
种模型在单弥散初始分布时的凝胶相变 ,在广义 F-
模型中 ,所有在溶胶相和凝胶相的活性团相互作用形
成了化学键 ,而在广义 S -模型中 ,只有凝胶相的活性
团形成化学键 ,广义 S-模型的 Cm ( t )在溶胶相行为与
广义 F-模型的行为是一致的 ;而在 t≥ tc时 ,Cm ( t )≈

m
-

2n+ 1
n ,广义 F-模型的 Cm ( t )的大尺寸集团的行为由

指数 exp( - mx 0 )来决定 ,而在凝胶点 tc ,Cm ( tc )≈

m
-

2n+ 1
n ,当 n = 2时 ,便得到了两体的结果 . 该结果与

Zif f等人的恰好一致 .
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