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摘要　利用 Lyapunov函数方法 ,对一类广义系统 , 设计了镇定控制器 , 保证其闭环系统渐近稳定 , 对另一类广

义系统给出了使其闭环系统 E-渐近稳定的充分条件 , 给出数值实例说明文中定理的可行性 .
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Abstract　 The singular Lyapunov 's method is employed to uncertain singular sy stems wi th

saturating actuators, the stabili ty cont roller is designed to guarantee the asymptotic stabili ty of

closed loop system for a class singular systems, the sufficient condi tion for theE-asympto tic stabi lity

of closed loop systems to o ther class singular systems. An example is giv en to the feasibili ty for the

law.
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　　在控制系统的设计中 ,常常会遇到扰动现象 . 在

扰动发生的情况下 , 设计控制器 ,使闭环系统渐近稳

定的问题就是鲁棒镇定问题 . 在正常系统中 ,关于镇

定问题已有不少成熟的结果 ,在广义系统中对不确定

系统的鲁棒镇定也得到了研究
[ 1～ 3 ]

, 但由于广义系统

通常含有脉冲行为 , 致使传统的 Lyapunov方法不能

直接应用于此类系统 ,从而使得对扰动广义系统的镇

定问题目前还没有成熟的方法 ,例如对具输入饱和因

子的扰动广义系统的鲁棒镇定问题 , 尚未有文献研

究 ,原因在于一方面扰动的存在 ,广义系统的解含有

脉冲行为 ,另一方面饱和因子的作用 .本文在文献 [4 ]

的基础上 , 利用广义 Lyapunov方法分别就状态系数

不具摄动而饱和因子系数具有扰动及状态系数项与

饱和因子系数项均具有摄动的广义系统进行研究 ,提

出了这两种情形的鲁棒镇定控制器的设计方法 .

1　定义及引理

考虑如下的广义系统:

Ex = f ( t , x ) , ( 1)

其中 E∈ R
n×n

, f ( t , x )为: R× R
n
→ R
n
上的向量函

数 , detE= 0,下面假设 ( 1)的满足相容初始条件的解

存在且唯一 .

定义 1
[4 ]　称广义系统 ( 1)为 E - 稳定的 ,如果

对于任意的X> 0,存在W> 0使得当‖ Ex 0‖ <W时 ,

恒有 ‖ Ex‖ < X,其中 x ( t )是满足相容初始条件

Ex ( 0) = Ex 0的解 .

定义 2
[4 ]
　称广义系统 ( 1)为 E-渐近稳定的 ,如

果 ( 1)为 E - 稳定的 ,且 lim
t→∞
Ex ( t ) = 0.

引理 1
[5 ]　设 X∈ Rn×n ,Y∈ Rn× n , y∈ Rn ,则以

下不等式成立:

1)y
T
X Yy≤‖ X Y‖ y
T
y≤‖ X‖‖ Y‖ y
T
y ;

2) 2y
T
XYy≤ y
T
(
1
r
XX
T
+ rY
T
Y )y , r > 0.

假设 H∈ Rn× n ,λmax ( H ) ,λmin ( H )分别表示 H的

最大特征值和最小特征值 ,X > Y ( X≥ Y )表示 X -Y

是正定阵 (半正定阵 ) .

2　主要结果

考虑如下具输入饱和因子的不确定广义系统:

Ex ( t ) = Ax ( t ) + (B+ ΔB ) Satu, ( 2)

x∈ Rn为状态 ,u∈ Rm为控制 , ( A ,B )为能控对 ,

rankE= r < n,假设 ( E, A)正则 ,即存在纯量 s ,使 (sE

- A )可逆 ,饱和函数 Satu( t ) = ( Satu1 , Satu2 ,… ,

Satum )
T
,而
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Satui =

u
+
i ,ui > u

+
i ,

ui , - u
+
i ≤ ui≤ u

+
i ,

- u
+
i ,ui < - u

+
i .

设‖ ΔB‖ ≤U, ( 2)式对应的无控制的参考系统

为:

Ex ( t ) = Ax ( t ) . ( 3)

定理 1　 对于系统 ( 2) ,如果存在正定矩阵 V ,

W ,矩阵 K及常量X> 0使得:

A
T
c VE+ E
T
VAc+ U‖ K‖‖ V‖ E
T
E+ (‖ B‖

+ U)‖ V‖ ETE≤ - XETWE ,

其中 Ac = A + 1
2
BK E,则系统 ( 2)在控制 u = -

K Ex ( t )的作用下 ,其闭环系统是 E-渐近稳定的 .

证明　在控制 u = - K Ex ( t )的作用下 , ( 2)的

闭环系统为:

Ex ( t ) = ( Ac +
1
2
ΔBK E) x ( t ) + (B +

ΔB ) ( Sat ( - KEx ( t ) ) -
1
2
K Ex ( t ) ) . ( 4)

取 ( 4)式的广义 Lyapunov函数为:

v (Ex ( t ) ) = (Ex ( t ) ) TV ( Ex ( t ) ) .

沿着闭环系统 ( 4)的导数为:

v (Ex ( t ) )|( 4) = x T ( t ) [A
T

c VE+ E
T
VA
T

c ]x ( t ) +

(Ex ( t ) ) TVΔBK Ex ( t ) + 2( Ex ( t ) ) TV (B+ ΔB )

[Sat ( - KEx ( t ) ) -
1
2K Ex ( t ) ]≤ x
T
( t ) [A
T
c VE+

E
T
VA
T
c ]x ( t ) + U‖ V‖ ‖ K‖ ( Ex ( t ) )
T
(Ex ( t ) ) +

‖ V‖ (‖ B‖ + U)‖ K‖ (Ex ( t ) )
T
( Ex ( t ) ) =

x
T
( t ) [A
T
c VE + E
T
VA
T
c + U‖ V‖‖ K‖ E
T
E +

‖ V‖ (‖ B‖ + U)‖ K‖ E
T
E ]x ( t )≤

- X( Ex ( t ) ) TW (Ex ( t ) ) .

由 v ( Ex ( t ) ) 是 关于 Ex ( t ) 的正 定 阵 , 而

v ( Ex ( t ) )|( 4) 是关于 Ex ( t )的负定阵 ,因此 lim
t→∞
Ex ( t )

= 0即闭环系统 ( 4)是 E-渐近稳定的 .

定理 2　若对系统 ( 2) ,定理 1的条件得到满足 ,

且 ( 2)的参考系统 ( 3)是脉冲自由的 ,则闭环系统 ( 4)

是 Lyapunov意义下渐近稳定的 .

证明　由定理 1,对闭环系统 ( 4)的解 x ( t ) ,有

lim
t→∞
Ex ( t ) = 0,此外 ,由 ( 3)是脉冲自由的 ,因而存在

可逆阵 P ,Q,使得:

PEQ=
I1　 0

0　 0
, PAQ =
A11　A12

A21　A22
,

其中 I1和 I2分别为 r× r和 (n - r )× (n - r )阶单

位阵 , 对闭环系统 ( 4) 作变换 y ( t ) =
y1 ( t )

y2 ( t )
=

Q
- 1
x ( t ) ,则 ( 4)式等价于如下的系统:

y
 
1 = A11 y1 ( t ) + A12y2 ( t ) + h1 ( t ) , ( 5)

0 = A21y1 ( t ) + y2 ( t ) + h2 ( t ) , ( 6)

其中
h1

h2
= P (B+ ΔB ) Satu因为

‖ P (B + ΔB ) Satu‖ ≤ ‖ P‖ (‖ B‖ +

U)‖ u( t )‖ ≤‖ P‖ (‖ B‖ + U)‖ K‖ ‖ Ex ( t )‖ ,

所以 lim
t→∞
h1 ( t ) = 0, lim
t→∞
h2 ( t ) = 0,由 lim
t→∞
Ex ( t ) = 0,易

知 lim
t→∞
y1 = 0,再由 ( 6)式易得 y2 ( t ) = - ( A21y1 ( t ) +

h2 ( t ) ) ,所以 lim
t→∞
y2 = 0, lim
t→∞
x ( t ) = 0.即闭环系统 ( 4)

是 Lyapunov意义下渐近稳定的 .

再考虑如下的广义扰动系统:

Ex ( t ) = ( A+ ΔA) x ( t ) + (B + ΔB ) Sa tu, ( 7)

其中 E , A ,B ,ΔB , Satu的意义同上 ,ΔATΔA≤TETE.

定理 3　若存在正定阵 V1 ,W1和 K 1 ,纯量 r1 ,X,

使得

A
T
c V1 E + E
T
V1 E + rTETE +

1
r
E
T
V
2
1 E +

Uλmax ( V1 )‖ K 1‖ ET E + (‖ B‖ + U)λmax ( V1 ) ET E

≤ - XE
T
W 1E,

则在控制 u = - K 1Ex ( t )的作用下 , ( 7)式的闭环系

统是 E-渐近稳定的 .

证明　在控制 u = - K 1Ex ( t )的作用下 , ( 7)式

的闭环系统为:

Ex ( t ) = Acx ( t ) + (ΔA+
1
2
ΔBK E )x ( t ) + (B

+ ΔB ) ( Sat ( - K 1Ex ( t ) ) -
1
2
K1 Ex ( t ) ) , ( 8)

取 ( 8)式的广义 Lyapunov函数为:

v ( Ex ( t ) ) = ( Ex ( t ) ) TV1 ( Ex ( t ) ) ,

沿着 ( 8)式的导数

v ( Ex ( t ) ) ≤ x
T
( t ) ( E
T
V1 Ac + A
T
c V1E )x ( t ) +

2(Ex ( t ) ) TV1ΔAx ( t ) + (Ex ( t ) ) TV1ΔBK 1Ex ( t ) +

2(Ex ( t ) )
T
V1 (B + ΔB ) [Sat ( - K 1 Ex ( t ) ) -

1
2
K 1Ex ( t ) ] ,

由引理 1,注意到

2(Ex ( t ) )
T
V1ΔAx ( t ) ≤ rx
T
( t )ΔA
T
ΔAx ( t ) +

1
r
x
T
( t ) E
T
V1Ex ( t )≤ rTx
T
( t ) E
T
Ex ( t ) +

x
T ( t ) ETV1 Ex ( t ) ,

代入上述不等式 ,再仿定理 1的证明易证 ( 8)是 E-渐

近稳定的 .

3　实例

考虑如下不确定广义系统:

Ex ( t ) = Ax ( t ) + (B+ ΔB ) Satu, ( 9)
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其中

E =

1　 0　 0

0　 0　 1

0　 0　 0

,　 A =

-
15
16　　 0　　 0

　　 0　　 0　 -
15
16

　　 0　 - 1　　 0

,

B =

1
2
　 0　 0

0　
1
2
　 0

0　　 0　
1
2

,　‖ ΔB‖ ≤U=
8
5
,

取 W = I , V =
1
2
I ,X= 1,K =

1
4
I ,容易验证定理 1

的条件得到满足 ,由此在控制 u = -
1
4Ex ( t )的作用

下 , ( 9) 的闭环系统是渐近稳定的 .
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　　利用引理 2可以证明在定理 1与定理 2的相应

条件下 , ( 1) 式的零解是一致 (渐近 ) 稳定 . 下面只

给出定理 1与定理 2零解一致稳定性证明 ,关于一致

渐近稳定性的证明 , 注意到在条件 ( 7)、 ( 8)式下引

理 2的γ< 1, 从而可以仿文献 [5]完成证明 , 此处

从略 .

定理 1、 2的一致稳定性证明:

设‖ xn
0
‖ ≤X,其中X≤ M ( 1+ _ 0 ) - 2k ,由 ( 4)式

或 ( 5)式 ,不难得到

|x ( i )|≤ ( 1+ _ 0 )
i
‖ xn0‖ ≤ ( 1+ _ 0 )
i
X, i∈

Z (n0 ,n0 + 2k ) .

下面证明当 n∈ Z (n0+ 2k)时 ,‖ xn‖ 3≤‖ xn - 1‖ 3.

实际上 ,若|x (n )|≤‖ xn‖ 3 ,则存在 i0∈ Z (n - 3k ,

n - 1) ,使得 |x (n0 )|= ‖ xn‖ 3 ,从而 ‖ xn‖ 3 =

|x (n0 )|≤ ‖ xn- 1‖ 3 ,若 |x (n )|= ‖ xn‖ 3 ,则也有

‖ xn‖ 3≤ ‖ xn- 1‖ 3 .若不然 ,‖ xn‖ 3 > ‖ xn - 1‖ 3 ,

从而|x (n)|> ‖ xn- 1‖ 3 ,不妨设 x (n ) > 0,于是 0 <

x (n) - x (n - 1) = F (n - 1,xn - 1 ) .由 ( 4)式或 ( 5)式

可知 ,存在 n1∈ Z (n - k ,n)使得 x (n1 - 1) < 0,而

x (m ) ≥ 0,m ∈ Z (n1 ,n ) . 由 引 理 2, x (n) ≤

V‖ xn
1
- 1‖ 2≤‖ xn

1
- 1‖ 2≤‖ xn - 1‖ .矛盾 .从而当n

∈ Z (n0 + 2k)时 ,总有‖ xn‖ 3≤‖ xn- 1‖ 3成立 ,故

|x (n)|≤ ‖ xn‖ 3≤‖ xn 0+ 2k‖ 3≤ ( 1+ _ 0 )
2k
X,n∈

Z (n0 + 2k ) .由此不难得到 ( 1)的零解一致稳定性 .

关于定理 3的证明: 只需注意在 k≤ 2或 k1≥

[
1
_ 0

]或
1
_ 0
≥ k的条件下 ,要保证引理 2成立 ,只需 _ 1

≤
3
2
+

1
2k
.

关于定理 4的证明: 在条件 ( 11)下 ,定理 4相当

于定理 3中 k1 = k ,_ 0= 2,_ 1= 2(k+ 1)的特殊情况 .
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