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摘要　给出ρ混合、 φ混合序列的完全收敛和强收敛的充分条件 , 所得结论推广和改进了文献 [ 1～ 3 ]的部分

结论 , 推广并部分改进独立同分布的结果 .
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Abstract　 Some suf ficient condi tions of the complete convergence and strong converg ence of

w eigh ted sums ofρ-mixing andφ-mixing random sequences are established. The results improve and

enlarge the results of [1～ 3 ] , enlarg e and partially improve the results of independence co-dist ribu-

tion.

Key words　ρ-mixing , φ-mixing, weighted sums, complete convergence, st rong converg ence, mo-

ment condi tion

1　引理

设 {X i , i≥ 1}为一随机变量序列 , {ani , 1≤ i≤ n,

n≥ 1}是下三角实数矩阵 , 即当 i > n时 ,ani = 0,记

Tn ∑
n

i= 1

aniX i , 在独立同分布情形 , Tn的完全收敛性

有 Stout在文献 [1 ]中的著名定理:

定理 A　设 {X i , i≥ 1}为独立同分布序列 , 0 <T

≤ 1, EX1 = 0, E|X 1|
2 /T

< ∞ ,

|ani|≤ Cn
-T
,

∑
n

i= 1
a
2
ni = o( ln

- 1
n) , ( 1)

则　 Tn = ∑
n

i= 1
aniX i

c
0.

其中
c
表示完全收敛 .

吴本忠 [2 ]把定理 A推广到d混合序列 ,但却加强

了矩条件且只讨论 T> 1 /2的情况 , 所以文献 [2 ]未

达到独立同分布的结果 .而在d混合部分和的强收敛

性中 ,文献 [4]已获得接近独立同分布的结果 , 因此

可推测文献 [2 ]结果还未达到最优 .

本文在d混合、h混合序列下不加强矩条件 ,在第

2部分推广、改进了定理 A及文献 [2] , 且当T> 1 /2

时 , 可把条件 ( 1)式去掉 , 而其余条件不变 , 故其结

果比独立同分布的定理 A还完美 . 当 0 < T≤ 1 /2

时 , 也获得了较为理想的结果 .

关于 Tn的强收敛性 ,在独立同分布情形 , 有

Thrum在文献 [5 ]的著名定理:

定理 B　设 {X i , i≥ 1}独立同分布 , 0 < T≤ 1,

EX 1 = 0, E|X 1|
2 /T

< ∞ ,

∑
n

i= 1
a
2
ni = 1, ( 2)

|ani|≤ Cn
-T/2 , ( 3)

则　 Tn = ∑
n

i= 1
aniX i

a. s.
0.

其中
a. s.
表示强收敛 .

杨善朝 [6 ]把定理 B推广到h混合 ,d混合情形 ,但

却把条件 ( 3)加强为|ani|≤ Cn
-T/2+ θ

,θ> 0, 这相当

于加强了矩条件 ,因此 , 其结果还未达到最优 ,本文

在第 3部分不加强矩条件 , 并对条件 ( 2)有所减弱

下 ,讨论了d混合、h混合的强收敛性 , 所得结果推广

和改进了定理 B及文献 [6].

为行文方便 , 本文记 Sn ∑
n

i= 1
X i , F

k
1 e( X i , i≤

k ) , F
∞
k+ n e(X i , i≥ k+ n ) ,Lp (A )为所有A 可测

且 p阶矩有限的随机变量全体 , 以 C记与 n无关的正
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常数 , 不同之处可取不同值 ,“ < <”表示通常的大

“O” ,“ IA”表示集合 A上的示性函数 ,“ [ ]”表示取整 .

定义　记　

d(n) sup
k∈ N

sup
X∈ L

2
( F

k

1
) ,Y∈ L

2
( F
∞
k+ n

)

|E( X - EX ) ( Y - EY )|
VarXVarY

,

h(n)  sup
k∈ N

sup
A∈ A ,B∈B , P( A) > 0

|P (B|A ) - P (B )|,

如d(n)→ 0、h(n)→ 0,n→∞ ,则称序列 {X i , i≥ 1}为

d混合的、h混合的 .

引理 1　设 {X i , i≥ 1}为d混合序列 , EX i = 0,

E|X i|
q
< ∞ ,q≥ 2,则 n≥ 1均有

E|Sn|
q
< < n

q /2+ 1
max
1≤ i≤n

( EX
2
i )

q /2
+ n max

1≤ i≤ n
E|X i|

q
.

证明　由文献 [7 ]知

E|Sn|
q
< < n

q /2
exp(C∑

[logn ]

i= 0
d( 2

i
) ) max

1≤ i≤n
( EX

2
i )

q /2
+

exp(C∑
[ logn ]

i= 0
d2 /q ( 2i ) ) max

1≤ i≤n
( EX i )q , ( 4)

因为d( 2
i
)→ 0,d

2 /q
( 2

i
)→ 0, i→∞ ,所以存在自然数

N , 使当 i≥ N时 , 恒有

d( 2i )≤ ( ln2) /C , d2 /q ( 2i )≤ ( ln2) /C ,

故当 n充分大时 ,有

　 exp(C∑
[logn ]

i= 0

d( 2i ) )= exp(C∑
N

i= 0

d( 2i ) ) exp(C∑
[logn ]

i= N+ 1

d( 2i ) )

≤ exp(C∑
N

i= 0
d( 2

i
) )  exp( lognln2) < < n, ( 5)

同样可得　 exp(C∑
[ logn ]

i= 0
d2 /q ( 2i ) ) < < n, ( 6)

由 ( 4) ～ ( 6)式引理 1得证 .

引理 2　设 {X i , i≥ 1}为d混合序列 , EX i = 0,

E|X i|
q
< ∞ ,q > 2,d(n) = O(n

-θ
) ,θ> 0,则

E|Sn|
q
< < n {∑

n

i= 1
E|X i|

q
+ (∑

n

i= 1
EX

2
i )

q /2
}.

证明　在文献 [3 ]定理 1取 m使W(m ) = (r -

1)Tm≤ 1即得 .

引理 3
[6 ]　设 {X i , i≥ 1}为h混合序列 , EX i =

0, {di , i≥ 1}为非负数序列 ,|X i|≤ di , a. s. , 0 <λ<

1,m = [n
λ
] ,则 X> 0,有

P (|Sn|> X)≤ 2eC1 exp( - tX+ C2 t
2Δ) ,

其中Δ = ∑
n

i= 1
EX

2
i , t > 0为实数 , tm max

1≤ i <n
|di|≤ 1 /4,

C1 = exp( 2en1-λh(m ) ) ,C2 = 4( 1+ 4∑
2m

i= 1

h1 /2 ( i ) ) .

引理 4
[8 ]　 设 {X i , i≥ 1}为 d混合序列 , X ∈

Lp ( F
k

-∞ ) , Y∈ Lq ( F
∞
k+ n ) , p ,q> 1, 1 /p+ 1 /q= 1,则

|EXY - EX EY|≤

4(d(n) ) 2 /p∧ 2 /q ( E|Xp|) 1 /p ( E|Y|q ) 1 /q .

2　完全收敛性

定理 1　设 {X i , i≥ 1}为 d混合同分布序列 , 0

< T≤ 1,

EX 1 = 0, E|X 1|2 /T < ∞ , ( 7)

|ani|≤ Cn
-T
, ( 8)

且当 0 <T≤ 1 /2, 进一步假设

∑
n

i= 1
a
2
ni≤ Cn

-θ
1 ,θ1 > 0,d(n)≤ Cn

-θ
2 ,θ2 > 0,

( 9)

则　 Tn = ∑
n

i= 1

aniX i

c
0,n→∞ .

对不同分布 , 也有类似结果 .

推论　设 {X i , i≥ 1}为d混合序列 , 0 <T≤ 1,

存在随机变量 X , 使

 t > 0, sup
i
P (|X i|≥ t )≤ P (|X|≥ t ) , EX1 =

0,E|X 1|2 /T <∞ , ( 7)′

|ani|≤ Cn
-T
,

且当 0 <T≤ 1 /2时 ,∑
n

i= 1
a
2
ni≤ Cn

-θ
1 ,θ1 > 0,d(n)≤

Cn
-θ

2 ,θ2 > 0,则　 Tn = ∑
n

i= 1
aniX i

c
0.

注:在T> 1 /2时 ,没有要求混合速度 , 而由文献

[8]知h混合 ,J混合 ,λ混合都是d混合的 ,故定理 1

及推论在T> 1 /2时 , 对h混合 , J混合 ,λ混合也成

立 .由于去掉了条件 ( 1) ,所以定理 1及推论改进和推

广了定理 A及文献 [2] , 获得了非常理想的结果 .但

当 0 <T≤ 1 /2,条件 ( 9)比 ( 1)强 ,如把d混合限制在

h混合 ,则条件 ( 9)可达到条件 ( 1) ,有下面定理:

定理 2　设 {X i , i≥ 1}为 h混合同分布序列 , 0

< T≤ 1 /2,

EX 1 = 0, E|X 1|
2 /T

< ∞ ,|ani|≤ Cn
-T

,∑
n

i= 1
a
2
ni =

o( ln
- 1
n ) , ( 10)

 U> 0,U/( 1+ U) <T/2,

使　∑
∞

n= 1

h
U
(n) <∞ , ( 11)

则　 Tn
c

0,n→∞ .

同样 , 对不同分布 , 把条件 E|X 1|2 /T < ∞用条

件 ( 7)′代替 ,定理 2仍成立 .

定理 1的证明　取 0 < W< T/2,N > 1 /( 2 -

2W/T) , X> 0,记

Xni ( 1) = X i I (|a
ni
X
i
|≤n

-W
) ,

X
~

ni ( 1) = Xni ( 1) - EXni ( 1) ;

Xni ( 2) = X i I (n-W<|aniX i|≤X/N ) ,
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X
~

ni ( 2) = Xni ( 2) - EXni ( 2) ;

Xni ( 3) = X i I (|a
ni
X
i
|≥X/N ) ,

X
~

ni ( 3) = Xni ( 3) - EXni ( 3) ;

Tn ( j ) = ∑
n

i= 1

aniX ni ( j ) ,

T
~

n ( j ) = ∑
n

i= 1
aniX
~

ni ( j ) , j = 1, 2, 3.

有　X i = X
~

ni ( 1) + X
~

ni ( 2) + X
~

ni ( 3) ,

Tn = ∑
n

i= 1

aniX i = ∑
n

i= 1

aniX
~

ni ( 1) + ∑
n

i= 1

aniX
~

ni ( 2) +

∑
n

i= 1

aniX
~

ni ( 3) = T
~

n ( 1) + T
~

n ( 2) + T
~

n ( 3) .

故只需证明　 T
~

n ( j )
c

0,n→∞ , j = 1, 2, 3.

1)先证　 T
~

n ( 1)
c

0,n→∞ , ( 12)

1. 1)当 0 < T≤ 1 /2时 , 在引理 2中取
q> max ( 2 /T+ 1 /W, 4 /θ1 ) ,且由 Markov不等式 ,

( 7)、 ( 8)式有

P (|T~ n ( 1)|> X) = P (|∑
n

i= 1

aniX
~

ni ( 1)|> X) 

E|∑
n

i= 1
aniX
~

ni ( 1)|
q 

n {∑
n

i= 1

E|aniX
~

ni ( 1)|
q + (∑

n

i= 1

E(aniX
~

ni ( 1) )
2 )q /2 }≤

n {∑
n

i= 1
E|aniX i|q I (|a

ni
X
i
|<n -W) + (∑

n

i= 1
a
2
ni )

q /2}≤

n {∑
n

i= 1

|aniX i|2 /T
n
-W(q- 2 /T) + n

1-θ
1
q /2 }≤

n
-W( q- 2 /T) + n

1-θ
1
q /2 ,

由 q的取法 ,有

- W(q - 2 /T) < - 1, 1 - θ1q /2 < - 1,

故∑
∞

n= 1
P (|T~ n ( 1)|> X) <∞ ,

即　 T
~

n ( 1)
c

0,n→∞ .

1. 2)当T> 1 /2时 ,在引理 1中取 q> max ( 2 / (T
- 1 /2) , 2 /T) ,且由 Markov不等式 ,有

P (|T~ n ( 1)|> X) = P (|∑
n

i= 1
aniX
~

ni ( 1)|> X) 

E|∑
n

i= 1
aniX
~

ni ( 1)|q n
q /2+ 1 max

1≤ i≤ n
( E (aniX~ ni ( 1) ) 2 )q /2+

n max
1≤i≤ n

E|aniX
~

ni ( 1)|
q ,

由 Cr不等式 ,条件 ( 7)、 ( 8)式 ,且注意到 2 < 2 /T,有
max
1≤ i≤n

( E (aniX
~

ni ( 1) )
2 )q /2 

max
1≤ i≤n

(a
2
ni EX

2
1 I(|a

ni
X
i
|<n

-W
) )

q /2
≤ n

Tq
,

max
1≤ i≤n

E|aniX
~

ni ( 1)|
q 

max
1≤ i≤n
|ani|

2 /T
E|X 1|2 /T|aniX i|q- 2 /T

I (|a
ni
X
i
|≤ n-W)≤

n
- 2-W( q- 2 /T)

,

故　 P(|T~ n ( 1)|> X)≤ n
q /2+ 1-Tq + n

- 1-W(q- 2 /T) ,

由 q的取法得　∑
∞

n= 1

P (|T~ n ( 1)|> X) < ∞ ,

即　 T
~

n ( 1)
c

0,n→∞ .

故综合 1. 1) , 1. 2)即得 ( 12)式成立 .

2)再证　 T
~

n ( 2)
c

0,n→∞ , ( 13)

由于　 T
~

n ( 2) = Tn ( 2) - ETn ( 2) ,

先证　 ETn ( 2)→ 0,n→∞ , ( 14)

由W的取法 ,有

|ETn ( 2)|≤∑
n

i= 1

E|aniXni ( 2)|=

∑
n

i= 1

E|aniX i|I ( n-W<|a
ni
X
i
|≤X/N ) ≤∑

n

i= 1

X
N
P (n-W < |aniX i|

≤X/N ) ∑
n

i= 1

P (|aniX i|> n
-W) ∑

n

i= 1

n
2W/T

E|aniX i|2 /T

≤ n
2W/T- 2+ 1

= n
- 1+ 2W/T

→ 0, n→∞ ,

( 14)式成立 ,所以当 n充分大时 ,有

P (|T~ n ( 2)|> 2X)≤ P (|Tn ( 2)|> X) , ( 15)

故只需证明

∑
∞

n= 1

P(|Tn ( 2)|> X) <∞ .

由于

{|Tn ( 2)|> X}  {∑
n

i= 1
|aniXni ( 2)|> X} =

{∑
n

i= 1
|ani X i|I( n-W<|aniXi|≤X/N ) > X} 

{至少存在 N个下标 i ,使 |aniXni ( 2)|> n
-W} =

∪
1≤ i

1
< i

2
<… < i

N
≤ n

Ai
1
… Ai

N
,

其中　 Ai {|aniX i|> n
-W} ,

所以　 P (|Tn ( 2)|> X)≤ ∑
1≤ i1 < i2 <… < iN≤n

P( Ai
1
… Ai

N
) ,

( 16)

在引理 4中 ,取 X = IA , Y = IB ,p = 2,q = 2,得

P ( AB )≤ P ( A) P (B ) + 4d(n) P
1 /2
( A ) P

1 /2
(B ) ,

由此得

P ( Ai
1
… Ai

N
)≤ ( 1+ 4d( i2 -

i1 )P1 /2 ( Ai
1
) P1 /2 ( Ai

2
… Ai

N
) )P ( Ai

1
)P ( Ai

2
… Ai

N
)≤

( 1+ 4d( 1) P
- 1

( Ai
1… Ai

N ) ) P( Ai
1 ) P( Ai

2… Ai
N ) 

CP( Ai
1
) P ( Ai

2
… Ai

N
)≤… ≤ C

N
P ( Ai

1
… Ai

N
) ,

由此及 ( 16)式得
P (|Tn ( 2)|> X) 

∑
1≤ i

1
< i

2
<… < i

N
≤ n

P ( Ai
1
)P ( Ai

2
)… P ( Ai

N
) ≤ (∑

N

j= 1
P( Ai

j
)
N

≤ (∑
N

j= 1
P (|ani

j
X i

j
|> n

-W) )N (nW2 /T∑
N

j= 1
|ani

j
|2 /T)N≤

(n2W/T∑
N

j= 1

n
- 2 )N n

( 2W/T- 2) N , ( 17)

由W,N的取法 ,有　 2(W/T- 1) N < - 1,

所以　∑
∞

n= 1

P(|Tn ( 2)|> X) < ∞ ,

由此及 ( 15)式 ,有　∑
∞

n= 1

P (|T~ n ( 2)|> 2X) < ∞ ,
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故　 T
~

n ( 2)
c

0,n→∞ .

3)最后证　 T
~

n ( 3)
c

0,n→∞ , ( 18)

由 ( 14)式的证明过程易知　ETn ( 3)→ 0,n→∞ ,

所以只需证明 　 Tn ( 3)
c

0,n→∞ ,

由于

{|Tn ( 3)|> X} {∑
n

i= 1
|aniX i|I (|a

ni
X
i
|>X/N ) > X}

 { i , 1≤ i≤ n,|aniX i|> X/N }

= ∪
n

i= 1
{|ani X i|> X/N } ∪

n

i= 1
{|X i|> Cn

T} ,

所以　P {|Tn ( 3)|> X}≤∑
n

i= 1

P (|X i|> Cn
T)

= nP (|X1|> Cn
T) ,

故　∑
∞

n= 1
P (|Tn ( 3)|> X)≤∑

∞

n= 1
nP (|X 1|> Cn

T
)

= ∑
∞

n= 1
n
T2T- 1

P (|X 1|> Cn
T
) E|X 1|

2 /T
< ∞ .

即 ( 18)成立 ,综合 ( 12) , ( 13) , ( 18)式 ,定理 1得证 .

用完全类似的方法可证推论 , 略 .

定理 2的证明　仍取 0 <W<T/2,沿用定理 1的

截尾方法和有关记号 ,由于在定理 1的第 2) ,第 3)部

的证明过程中对 ani只用了条件 ( 8) ,未用条件 ( 9) ,故

T
~

n ( j )
c

0, j = 2, 3,仍成立 .故下只需证明

T
~

n ( 1)
c

0, n→∞ . ( 19)

取λ= U/ ( 1+ U) <T/2,λ< r <T/2,对 Xni ( 1)再分

为两段:

Xni ( 1, 1) = X i I (|aniXi|≤ n- r ) , Xni ( 1, 2) =

X i I (n- r
<|a

ni
X
i
|≤ n

-W
) ,

X
~

ni ( 1, j ) = Xni ( 1, j ) - EXni ( 1, j ) , j = 1, 2.

有 　 T
~

n ( 1) = ∑
n

i= 1
aniX
~

ni ( 1, 1) + ∑
n

i= 1
aniX
~

ni ( 1, 2)  

T
~

n ( 1, 1) + T
~

n ( 1, 2) .

故要证　 T
~

n ( 1)
c

0, n→∞ ,

只需证　 T
~

n ( 1, j )
c

0, n→∞ , j = 1, 2.

先证　 T
~

n ( 1, 1)
c

0, n→∞ , ( 20)

由于　|aniX
~

ni ( 1, 1)|≤ 2n
- r
 di ,

Δ = ∑
n

i= 1

E (aniX~ ni ( 1, 1) ) 2≤ C∑
n

i= 1

a
2
ni CBn ,

由　U/ ( 1+ U) < T/2,有U< 1 /2, 所以由∑
∞

i= 1
h
U
(n)

< ∞ ,

得　C2= 4( 1+ 4∑
2m

i= 1
h1 /2 ( i ) )≤ 4( 1+ 4∑

∞

i= 1
h1 /2 ( i ) ) <

∞ , 及h(m ) = o(m- 1 /U ) ,

取 m = n
λ,有

C1 = exp( 2en
1-λ
h(m ) ) = exp( 2en

1-λ
n
-λ/U

) = e
2e

< ∞ ,

令　 t = min{X( 2C2CBn )
- 1

,n
r-λ

/8} ,

有　 tm max
1≤ i≤n
|di|≤ n

r-λ
n
λ2n- r /8 = 1 /4,

所以由引理 3有

P (|T~ n ( 1, 1)|> X exp( - tX+ C2 t
2Δ) ≤

exp(- tX+ C2 t
2
CBn )≤ exp( - tX+ t

X
2
) = exp( -

tX/2) ,

1. 1)当 t = X( 2C2CBn ) - 1时 ,因为 Bn = o( lnn) - 1 ,

所以当 n充分大时 ,有 Bn≤X2 ( 8C2C lnn) - 1 ,

即有　 P (|T
~

n ( 1, 1)|> X) exp( - tX/2)≤

exp(- 2lnn) = n
- 2 ,

故　∑
∞

n= 1

P (|T~ n ( 1, 1)|> X) < ∞ ;

1. 2)当 t = n
r-λ

/8时 ,因为λ< r ,所以当 n充分

大时 ,有 n
r-λ
≥ ( 32lnn) /X,

∑
∞

n= 1
P(|T~ n ( 1, 1)|> X) ∑

∞

n= 1
exp( - Xn

r-λ
/16)≤

∑
∞

n= 1

n
- 2 < ∞ ;

综合 1. 1) , 1. 2)即得

∑
∞

i= 1
P(|T~ n ( 1, 1)|> X) < ∞ ,

即　 T
~

n ( 1, 1)
c

0, n→ ∞ .

再证　 T
~

n ( 1, 2)
c

0, n→∞ , ( 21)

在引理 2中取　q > max ( 2 /W+ 2,

2
(T- r ) ( 1 /T- 1)

) ,有

P (|T~ n ( 1, 2)|> X) E|T~ n ( 1, 2)|
q
 

n{∑
n

i= 1

E|aniX i|q I(|a
ni
X
i
|≤ n-W) +

　　　　 (∑
n

i= 1
Ea

2
niX

2
i I ( n- r

<|aniX i|< n
-W

)
q /2

}≤

n{∑
n

i= 1
a
2
ni E|X 1|2|aniX i|q- 2

I (|aniX i|≤ n
-W) +

　 (∑
n

i= 1

Ea
2
niX

2
i (
|aniX i|
n
- r ) 2 /T- 2 ) q /2}≤ ln- 1

nn
-W( q- 2)+ 1 +

( lnn)
- q /2

n
- (T- r ) ( 1 /T- 1)q+ 1

≤n
-W(q- 2)+ 1

+ n
- (T- r ) ( 1 /T- 1)q+ 1

,

由 q的取法 , 得

∑
∞

i= 1
P(|T~ n ( 1, 2)|> X) < ∞ ,

即　 T
~

n ( 1, 2)
c

0, n→ ∞ .

故综合 ( 20) , ( 21)式即得 ( 19)式成立 ,定理 2证毕 .

3　强收敛性

对于强收敛性 ,可把条件 ( 8)的阶减弱一半 , 有

下面定理:
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定理 3　设 {X i , i≥ 1}为d混合同分布序列 ,

0 < T≤ 1, EX 1 = 0, E|X 1|
2 /T

< ∞ , ( 22)

|ani|≤ Cn
-T, ( 23)

∑
n

i= 1
a
2
ni≤ Cn

-θ
1 ,θ1 > 0,d(n)≤ Cn

-θ
2 ,θ2 > 0,

( 24)

则　 Tn = ∑
n

i= 1

aniX i

a. s.
0, n→∞ . ( 25)

定理 4　设 {X i , i≥ 1}为h混合同分布序列 , 0 <

T≤ 1,

EX 1 = 0, E|X 1|2 /T < ∞ ,|ani|≤ Cn
-T,∑

n

i= 1
a
2
ni =

o( ln
- 1
n) ,

 U> 0,U/( 1+ U) < T/2,

使　∑
∞

n= 1
hU(n) < ∞ ,

则　 Tn

a. s.
0,n→∞ .

　　定理 3的证明　由文献 [9]第二章第二节引理

1知 Tn

a. s.
0,n→∞等价于 sup

k≥ n
|Tk|

P
0,n→∞ .

得 ( 25)式等价于 X> 0,

lim
k→∞

P (∪
∞

n= k
{|Tn|> 6X} ) = 0. ( 26)

取　 0 < W< min(T/2,θ1 /( 2 /T- 1) ) ,N > 1 /( 1 -

2W/T) .

仍沿用定理 1证明的截尾方法和记号 , 由于 {|Tn|>

6X} ∪
3

j= 1
{|T~ n ( j )|> 2X} ,

所以如记　 Jk ( j )  P (∪
∞

n= k
{|T~ n ( j )|> 2X} ) ,则要证

( 26)式只需证明

Jk ( j )→ 0,k→∞ , j = 1, 2, 3.

1)先证　 Jk ( 1)→ 0,k→∞ ,

在引理 2中取 　q > max ( 2 /W+ 2 /T, 4 /θ1 ) ,类似于

( 12)的证明 ,

得　 P(|T
~

n ( 1)|> 2X) n
1-W(q- 2 /T)+ n1-θ1q/2

;

所以　∑
∞

n= 1
P (|T

~
n ( 1)|> 2X) < ∞ ,

故　 J k ( 1)≤∑
∞

n= k

P {|T~ n ( 1)|> 2X}→ 0,k→∞ .

2)再证　 Tk ( 2)→ 0,k→∞ ,

由W的取法有

|ETn ( 2)| ≤ ∑
n

i= 1

E|aniX i|I (n- W<|a
ni
X
i
|≤X/N ) ≤

∑
n

i= 1
E|aniX i|(

|aniX i|
n
-W )

2 /T- 1
 ∑

n

i= 1
a
2
ni|ani|

2 /T- 2
n
W( 2 /T- 1)

≤

n
-θ

1
-T( 1 /T- 1)+ W( 2 /T- 1)

≤ n
-θ

1
-W( 2 /T- 1)

→ 0, ( 27)

所以当 n充分大时 ,有

P (|T~ n ( 2)|> 2X)≤ P (|Tn ( 2)|> X) , ( 28)

类似于 ( 17)的证明过程 ,有

P (|Tn ( 2)|> X) n
- ( 1- 2W/T)N

,

由W,N的取法及 ( 28)式有

∑
∞

n= 1
P(|T~ n ( 2)|> 2X) < ∞ ,

所以　 Jk ( 2)≤∑
∞

n= k

P (|T~ n ( 2)|> 2X)→ 0,k→∞ .

3)最后证　 Jk ( 3)→ 0,k→∞ ,

由 ( 27)式的证明过程易知

ETn ( 3)→ 0,n→∞ , ( 29)

又因

( Tn ( 3) ) 2≤∑
∞

i= 1
a
2
ni∑
∞

i= 1
X

2
i I (|aniX i

|≤X/N )

 n
-θ

1∑
∞

i= 1

X
2
i P (|X1|≥ Ci

T/2 ) , ( 30)

由于　∑
∞

i= 1
P(|X 1|≥ Ci

T/2
) E|X 1|

T/2
< ∞ ,

所以由 Borel-Cantelli引理 , 有

∑
∞

i= 1
X

2
i P (|X1|≥ Ci

T/2
) < ∞ , a. s. ,

由此及 ( 30)式得　 Tn ( 3)
a. s.

0,n→∞ ,

再由 ( 29)式 , 得

T
~

n ( 3) = Tn ( 3) - ETn ( 3)
a. s.

0,n→∞ ,

由文献 [9 ]的引理 1得　 Jk ( 3) → 0,k→∞ .

定理 3证毕 .

定理 4的证明　综合定理 2及定理 3的证明方

法可证 , 略 .
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