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摘要　通过引进微生物的成熟期作时滞 , 给出反应罐的新模型 , 并给出此新模型的 Hopf分支的分析 .

关键词　反应罐模型　 Hopf分支　时滞　渐近稳定性
中图法分类号　 O 175

Abstract　 The new chemostat model is developed by using the delay of maturity of organism. The

Hopf bifurcations of the new model is discussed.
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　　反应罐是一个用于连续培养微生物的实验装置 .

实际上 ,反应罐是一个简化了的湖泊模型 ,因而有着

重要的生态意义 .有关反应罐模型的研究是目前非常

活跃的研究课题 , 引来众多学者的注意
[1～ 5 ]

. 由于微

生物在吸收养料后有一段消化期以及从消耗到细胞

分裂也有一段成熟期 , Caperon[6 ]首先把时滞引入反

应罐模型 ,但他的模型是不合理的 , 因为有可能出现

负的培养基浓度 ,因而有对 Caperon模型进行了修正

的工作 [2, 7 ] . 具时滞反应罐基本模型是:

S′( t ) = ( S
0
- S( t ) )D -

1
r
P (S ( t ) ) X ( t ) , ( 1)

X′( t ) = - (D - P ( S( t - T ) ) ) X ( t ) , ( 2)

其中　 S ( t ):在 t时刻培养基的浓度 ; X ( t ):在 t时刻

微生物的浓度 ; S
0
:代表养料的初始输入浓度 ; r: 所生

成微生物的量与所用培养基的量之比率 ; D: 代表流

率 ; P ( S) =
_ S

K + S
: X 的增长率 ,_ ,K是常数 ; T: 表

示消化时滞 .

上述基本模型中 ,除了消化时滞外 ,微生物 X ( t )

没有涉及到时滞问题 .我们认为 ,完全忽略微生物的

时滞是不妥当的 .事实上 , 每种微生物都具有成熟

期 ,并且成熟的微生物特别是动物才能生产出新的微

生物 . 基于这种思想 , 我们提出如下的反应罐模型:

S′(t ) = ( S
0
- S (t ) )D -

1

r
P ( S( t) )X ( t - T ) , ( 3)

X′(t ) = - DX (t - T )+ P ( S (t - T ) )X (t - T ) , ( 4)

　　对于此模型 , 我们作出这样的生态解释: ( 3)式

中 -
1
r
P ( S( t ) )X ( t - T )表示只有成熟的微生物才

消耗培养基 ; ( 4)式中 - DX ( t - T )表示 ,以高效生

产为目的 ,仅允许成熟的微生物离开反应罐 ; P ( S( t

- T ) ) X ( t - T )表示只有成熟的微生物能生产出新

的微生物 .这里以 T表示成熟期 ,且与消化期相同 .此

新模型是比较合理的 ,它不可能出现负的培养基浓

度 .

令 S( t ) = S
0
s ( t ) , X ( t ) = rS

0
x ( t ) ,且 t又用 t

D
来

代替 , 模型 ( 3) + ( 4) 可简化为:

s′( t ) = 1 - s ( t ) - p(s ( t ) )x ( t - V) , ( 5)

x′( t ) = - x ( t - V) + p (s ( t - V) ) x ( t - V) , ( 6)

其中 p (s ) =
ms

a+ s
, m =

_
D
, a =

K
S
0 ,V= TD.

　　 方程 ( 5) + ( 6)有两个平衡点: ( 1, 0)和 (s* ,

x
* ) ,其中 p (s* ) = 1, x* = 1 - s

* ,即

s
*

=
a

m - 1,　 x
*
=

m - a - 1
m - 1 .

在本文中 ,我们总假设 m > a + 1.这样就使 s
*

> 0, x* > 0,即 (s* ,x* )是内部平衡点 .

考虑将内部平衡点 (s* ,x* )平移到原点 ,我们可

以得到 ( 5) + ( 6)关于点 (s* , x* )的线性化方程

s′( t ) = - ( 1+ U)s( t ) - x ( t - V) , ( 7)

x′( t ) = Us ( t - V) , ( 8)

其中U= x
*  p′(s* ) = (m - a - 1) (m - 1)

ma
> 0.

( 7) + ( 8)的特征方程是

D(λ,V) =
def
λ2+ ( 1+ U)λ+ Ue- 2λV= 0, ( 9)

研究 ( 5) + ( 6)在内部平衡点 (s* , x* )的稳定性和
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Hopf分支 ,仅需考虑系统 ( 7) + ( 8)在原点的性态 .

根据 E. Hopf定理 [8 ]及 J. Hale[9 ]的基本结论 ,当

我们以滞量V为参数研究上述系统的有关 Hopf分支

时 ,就要找出V0使得特征方程 ( 9)式具有唯一一对纯

虚根 ,而其余特征根都具有严格的负实部 .

设λ= T+ ik,因 D(λ,V) = 0的复根成对出现 ,

故不妨设k> 0,把λ= T+ ik代入 ( 9)式得

[T2 - k2+ ( 1+ U)T+ Ue- 2TVcos 2kV]+ i [2Tk+

( 1+ U)k- Ue
- 2TV

sin 2kV] = 0,

即

　

F(T,k,V) =
def
T
2
- k

2
+ ( 1+ U)T+ Ue

- 2TV
cos 2kV= 0,

G(T,k,V) =
def

2Tk+ ( 1+ U)k- Ue
- 2TV

sinkV= 0,

若T= 0,则

U cos 2kV= k
2
,　　　　　　　　　　

U sin 2kV= ( 1+ U)k,

故取k0和V0满足:

Ucos 2k0V0 = k
2
0 ,　　　　 　　　 ( 10)

Usin 2k0V0 = ( 1+ U)k0 . ( 11)

　　解得:

k0 = ( 1+ U)
4
+ 4U

2
- ( 1+ U)

2

2

1 /2

,

V0 =
1
2k0

arcsin
1+ U
U
k0 .

　　当我们以滞量V为参数时 ,首先得到如下结论:

定理 1　在点 A (T,k,V) = ( 0,k0 ,V0 )的某个开

集 G上 ,存在点V0的一个开邻域O (V0 ,W) (W> 0)和

连续可微函数

T= T(V) ,

k= k(V): O (V0 ,W)|→ R = ( - ∞ ,∞ ) ,

使得对于任意的 V∈ O(V0 ,W) ,有点 (T(V) , k(V) ,V)

∈ G,T(V0 ) = 0,k(V0 ) = k0 , 并且

F (T(V) ,k(V) ,V) = 0,

G(T(V) ,k(V) ,V) = 0.

　　证明　易知

F ( 0,k0 ,V0 ) = 0,

G( 0,k0 ,V0 ) = 0,

且 F (T,k,V) ,G(T,k,V)是连续可微函数 .

J(T,k,V) =
def

 F
 T
　
 F
 k

 G
 T
　 G
 k

= 2T+ 1+ U- 2Ve
- 2TV
U cos 2kV 　 - 2k- 2Ve

- 2TV
U sin 2kV

2k+ 2Ve
- 2TV
U sin 2kV　　　 2T+ 1+ U- 2Ve

- 2TV
U cos 2kV

= [2T+ 1+ U- 2Ve
- 2TV
U cos 2kV]

2
+ [2k+ 2Ve

- 2TV
U sinkV]

2
.

　　特别地 , 有

J( 0,k0,V0 ) = [1+ U- 2V0U cos 2k0V0 ]
2
+ [2k0+

2V0Usin 2k0V0 ]2 .

注意到 ( 10) 和 ( 11) , 可得

J ( 0,k
0
,V

0
) = ( 1+ U- 2V0k

2
0 )

2
+ [2k0+ 2V0( 1+ U)k0 ]

2

= ( 1+ U+ 2V0k
2
0 )

2
+ 4k

2
0+ [2V0( 1+ U)k0 ]

2
.

　　显然 , 对任意U∈ R ,总有

J( 0,k
0
,V
0
) > 0.

　　根据隐函数存在定理 ,我们就可以得到定理的

结论 .证毕 .

注: 定理 1表明了 ,当参数V在V0某一邻域内变

化时 ,相应的特征方程 D (λ,V) = 0存在着关于参量V

连续且可微的特征根λ(V) = T(V) + ik(V) .

特别地 ,λ(V0 ) = T(V0 ) + ik(V0 ) = ik0 ,即V= V0

时 ,特征方程 D (λ,V) = 0有纯虚根 .

定理 2　由定理 1得到的 D (λ,V) = 0特征根实

部T(V)满足:

dT(V)
dV V=V

0

> 0,　 (当U≠ 0时 ) .

　　证明　特征方程 D (λ,V) = 0的两端对 V求导

数 ,得

2λ
dλ
dV
+ ( 1+ U)

dλ
dV

- Ue- 2Vλ 2 V
dλ
dV

+ λ= 0.

整理后 ,得

dλ
dV

=
2Uλe- 2λV

2λ+ 1+ U- 2VUe- 2λV.

　　所以

dλ
dVV=V

0

=
2Uik0e

- 2ik
0
V
0

2ik0 + 1+ U- 2V0Ue- 2ik
0
V
0

=
2k0U[sin 2k0V0 + i cos 2k0V0 ]

[ 1+ U- 2V0U cos 2k0V0 ] + i [2k0+ 2V0U sin 2k0V0 ]

=
( 10),( 11)

2k0 [( 1+ U)k0+ ik
2
0 ] [( 1+ U- 2V0k

2
0) - i ( 2k0+ 2V0( 1+ U)k0 ) ]

[ 1+ U- 2V0k
2
0 ]

2
+ [2k0+ 2V0 ( 1+ U)k0 ]

2 ,

记 Δ = [1+ U- 2V0k2
0 ]2+ [2k0+ 2V0 ( 1+ U)k0 ]2 ,

易知 Δ > 0.

由此可得:

dT(V)
dV V=V

0

= Re dλ
dVV=V

0

=
2k0 [ ( 1+ U)k0 ( 1+ U- 2V0k

2
0 ) + k

2
0 ( 2k0+ 2V0 ( 1+ U)k0 ]

Δ

=
2k

2
0 [ ( 1+ U)

2
+ 2k

2
0 ]

Δ
,　　　　　　　　　　

所以 , 当U≠ 0时 ,k0≠ 0,恒有

dT(V)
dV V=V

0

> 0.　证毕 .

注: 因为T(V0 ) = 0,由定理 2的结论 ,可知 ,当V

> V0且充分靠近V0时 ,必有T(V) > 0,这表明特征方
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程 D (λ,V) = 0出现一对具有正实部的特征根 .此时 ,

系统 ( 7) + ( 8)的平衡点 ,即原点 ,将是不稳定的 .

定理 3　 ( 1)当V∈ [0,V0 )时 ,特征方程 D (λ,V)

= 0的所有特征根均具有严格负实部 .

( 2)当V= V0时 ,特征方程 D (λ,V) = 0有唯一一

对纯虚根λ= ± ik0而其余特征根均具严格负实部 .

( 3)
1
2

1+
1
U

< V0 <
1
2

1+
1
U
c
2
.

证明　λ= ik是 D (λ,V) = 0的纯虚根

当且仅当

Ucos2kV= k2 ,

Usin2kV= ( 1+ U)k,

当且仅当

k= k0= ( 1+ U)
4
+ 4U

2
- ( 1+ U)

2

2

1 /2

,

V= Vk =
1
2k0

arcsin
1+ U
U
k0 +

kc
k0

= V0 +
kc
k0

,

　　　　　 k = 0, 1, 2,…

当V= 0时 ,特征方程

D (λ, 0)= λ2+ ( 1+ U)λ+ U= (λ+ U) (λ+ 1) = 0,

即特征方程有两个负实根:

λ1 = - U < 0,　　　λ2 = - 1 < 0.

　　 根据 Rouché定理 (文献 [10] ,定理 9, 17, 4) ,且

D (λ,V)关于 (λ,V)连续、关于λ解析 ,我们知道 , D (λ,

V)在右半开平面 B = {λ∈ C: Reλ> 0}没有零点 ,故

存在V* > 0,使得:

对任意V∈ ( 0,V* ) , D(λ,V)在 B的边界 B = {λ

∈ C: Reλ= 0}上没有零点 , D (λ,V)在 B上的零点重

数之和不改变 ,即仍为 0.

所以 ,只有当 D (λ,V) = 0在虚轴 B上出现根或

有根穿过虚轴时 ,它在 B中的零点个数才发生变化 .

这就证明了 ( 1)式 .

又注意到定理 2,可知 ,结论 ( 2)是显然的 .

由于　 2k0V0 = arcsin
1+ U
U
k0∈ ( 0,

c
2
) ,

所以 sin 2k0V0 =
1+ U
U
k0 ,

1+ U
2UV0

=
sin 2k0V0

2k0V0
∈ (

2
c
, 1) ,

即 1 <
2UV0

1+ U
<
c
2
,

故
1
2 1+

1
U < V0 <

1
2 1+

1
U
c
2 .

这就得到 ( 3)式 .证毕 .

类似于定理 2的证明 ,我们可以得到:

定理 4

dT(V)
dV V=V

k

> 0, (U≠ 0,k = 0, 1, 2,… ) .

再结合 Cooke等的结果 [11 ] ,得证 .

定理 5　当V= Vk (k = 0, 1, 2,… )时 ,特征方程

D(λ,V) = 0有唯一的一对纯虚根 ,有且仅有 2k个具

正实部的特征根 .

定理 6　 ( i)当V∈ [0,V0 )时 ,模型 ( 3) + ( 4)的

零解是渐近稳定的 ; ( ii )当V> V0时 ,模型 ( 3) + ( 4)

的零解是不稳定的 ; ( iii)V= Vk (k = 0, 1, 2,… )是模

型 ( 3)+ ( 4)的 Hopf分支值 ,即当V在Vk (k= 0, 1, 2,

… )附近变化时 , 模型 ( 3)+ ( 4)有小振幅周期解产

生 .
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