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摘要　探讨一维、 二维直至多维奇异性等参单元完备性及可行性 , 并构造一组新型的高精度的含奇异性的等参

裂纹单元 , 同时编制了程序对一典型算例进行分析 .
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Abstract　 The feasibili ty and completeness of isoparametric singular f racture finite element method

have been analyzed. A series of new-type and high defini tion isoparametric singular f racture fini te

element have been const ructed. The accuracy of the calculation method is demonst rated by compari-

son with o ther analytical or numerical solutions available in the li terature.
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　　目前 , 断裂力学研究基本上集中于二个主要方

向 ,一个是发展对裂纹扩张现象的解释 ,另一个是从

微观上描述材料分离的过程 ,这二方面都需依赖应力

分析的计算方法 . 在线弹性范围内 , 用应力强度因子

这个参数表征裂纹顶端附近应力场情况 ,取得了满意

的结果 . 为了计算各种几何形状、受载情况下的应力

强度因子 , 多种数值方法被采用 , 如边界配置法、积

分方程数值解、 有限元法等 .

由于有限元能解决复杂几何形状 ,各种边界条件

下的平面和空间问题以及各向异性、热应力和非线性

问题 ,并能获得较高的精度 ,因而几乎已成为确定应

力强度因子的最有效的方法 .至今有限元计算应力强

度因子主要有以下 3种方法: 直接法、 能量法、 奇异

函数法 .

又由于裂尖处应力 (和应变 )的奇异性 , 若用常

规有限元 (单元函数不含奇异性 )来计算 , 需用很密

的有限元网络 ,且计算精度不高 . 为克服常规有限元

法网络划分过细且不能直接求出裂纹尖端应力强度

因子等缺点 , 70年代国内外在这方面的研究工作十分

活跃 , 提出了很多方法 , 取得大量研究成果 , 发展较

快且比较成熟的是奇异裂纹单元的应用 ,其中应用较

广泛的是等参奇异元 . Henshell和 Barsoum各自独立

发现并指出 ,在平面八结点等参元的基础上 ,只要将

裂纹尖端周围等参元的边中的结点移至靠裂纹尖端

1 /4分点处 , 就可使裂尖角点的应力具有 1 / r 奇

异性 ,为此提出了裂尖八结点四边形奇异性等参元及

其后来退化的六结点三角形单元 ,但此裂尖单元未必

是唯一的及最优的 .

为此 , 本文在前人基础上 , 继续探讨了一维、 二

维直至多维奇异等参元的完备性及可行性 ,并在裂尖

附近直接使用该单纯形基函数 ,同时编制程序进行验

证 ,由计算结果表明 ,在采用同样单元和网络情况下 ,

对在裂纹尖端采用不同奇异等参元计算结果与标准

等参元进行了比较 .

1　等参奇异裂纹单元

要使一个有限元某顶点经过等参变化后而成为

应力奇异性 , 不失一般性 ,任取通过该顶点的一条

边 ,设该边平行于X轴 ,则母单元上的一条边

相应子单元上的一条边 (经过等参变化 ):

则该边上各点的基函数可由 Lag range插值公式获

得:

pi (X) = Cl
(s- 1)
i (X) = C ∏

s

i≠ j , j= 1

X- Xj

Xi - Xj
= a0, i+ a1, iX

257广西科学　 2000年 11月　第 7卷第 4期

DOI : 10. 13656 /j . cnki . gxkx . 2000. 04. 006



+ a2, iX
2
+ … + as- 1, iX

s- 1
, ( 1)

　　 (C为常数 , S为正整数 , i = 1, 2,… , s )
其中:

a0, i = ( - 1)
s- 1

as- 1, i ∏
s

i≠ j, j= 1
Xj ,

a1, i = ( - 1)
s- 1

as- 1, i ∏
s

i≠ j, j= 1
Xj  ∑

s

i≠ j, j= 1

1
Xj

,

… …

as- 1, i = C ∏
s

i≠ j , j= 1

1
Xi - Xj

.

根据位移基函数的基本性质 ,由 pi (Xj ) = Wij ,可

定出 C = 1,这里映照

r = ∑
s

i= 1
pi (X)ri ,

u = ∑
s

i= 1
pi (X)ui ,

( 2)

其中 ri为子单元上结点坐标 ,ui为子单元上结点位

移 ,根据弹性力学 Hooke定律 ,单元应力正比于应变 ,

而应变值:

du
dr =

d
dr〔∑

s

i= 1
pi (X)ui〕 = ∑

s

i= 1

dpi (X)
dr ui = ∑

s

i= 1
〔 (

dr
dX)

- 1

dpi (X)

dX
ui〕 , ( 3)

dr
ds

=
d
dX

〔∑
s

i= 1
pi (X)ri〕= ∑

s

i= 1
〔
dpi (X)
dX

ri〕 = ∑
s

i= 1
〔a1, i+

2a2, iX+ … + (s - 1)as- 1Xs- 2〕ri , ( 4)

即有

dpi (X)
dr

=

〔a1, i + 2a2, iX+ … + (s - 1)as- 1, iXs- 2〕ri

∑
s

i= 1
〔a1, i + 2a2, iX+ … + (s - 1)as- 1X

s- 2
〕ri

, ( 5)

要使单元应变具有 1 / r 有奇异性 ,且奇异点发生

在 r1处 ,即有形式

du
dr

= ∑
s

i= 1

dpi (X)
dr

ui = C0 + C1
1

r - r1

,

(C0 ,C1为由 ui待定的常数 ) ( 6)

从而有:

a1, i + 2a2, iX+ … + (s - 1)as- 1, iXs- 2 =

　b1+ b0 r - r1 ,

∑
s

i= 1
〔a1, i + 2a2, iX+ … + (s - 1)as- 1, iX

s- 2
〕ri =

　b2 r - r 1 ,

(b0 ,b1 ,b2为由 Xi , ri确定的常数 ) ( 7)

又由 r = ∑
s

i= 1
pi (X)ri有

∑
s

i= 1
〔a0 , i + ai, 1X+ a2, iX2+ … + as- 1, iXs- 2〕ri = r ,

( 8)

将 ( 8)式代入到 ( 7)式 ,对 r进行因次比较 ,有 s = 3.
由 ( 7)式 ,由

∑
3

i= 1
a0, iri + ∑

3

i= 1
a1, iri X+ ∑

3

i= 1
a2, i ri X2 = r , ( 9)

解得:
X=

- ∑
3

i= 1

a1, iri ± ∑
3

i= 1

a1, iri
2
- 4 ∑

3

i= 1

a2, i ri ∑
3

i= 1

a0, i ri - r

2 ∑
3

i= 1

a2, i ri

,

( 10)
将X值代入 ( 7)式 ,即有

∑
3

i= 1
a1, iri

2
- 4 ∑

3

i= 1
a0, i ri - r1 ∑

3

i= 1
a2, i ri = 0,

( 11)

将 a0, i、a1, i、 a2, i及 s代入 ( 11)式 ,有
[ (X

2
3 - X

2
2 )r1 + (X

2
1 - X

2
3 )r 2 + (X

2
2 - X

2
1 )r3 ]

2 =

4 [X2X3 (X3 - X2 )r1+ X1X3 (X1 - X3 )r 2+ X1X2 (X2 - X1 )r3 -

r 1 (X1 - X2 ) (X2 - X3 ) (X3 - X1 ) ] [ (X3 - X2 )r 1 + (X1 -

X3 )r2 + (X2 - X1 )r 3 ], ( 12)

令 K =
X2 - X1

X3 - X1
, P=

r2 - r1
r3 - r1

则 ( 12)式化为 K
2 = P ,

即当 K
2 = P时 ,单元结点 1应变具有 1 / r 奇异

性 .

当 K = 1 /2时 , 则 P = 1 /4, 即 Henshell及

Barsoum所述结论 .

当 P = 1 - K时 ,则 K =
- 1+ 5

2
,p =

3 - 5
2 即黄金分割点 .

由此任意给定一个 K值 ,即可构造出一系列的

奇异性裂纹单元族 ,即等参奇异裂纹单元个数并不是

唯一的 ,而是存在无数多个 .

运用 Lag range插值法 , 可以导出二维及三维单

纯形的基函数 (具体推导从略 ) , 其二维、 三维的单

纯形母单元图如图 1、 图 2所示 .

p1 = (L 1 - 1+ K )
L1

K
,

p2 = (L 2 - K )
L 2

1 - K
+ 1

1 - K
- 2 L 3L 2 ,

p3 = (L 3 - K )
L 3

1 - K
+

1
1 - K

- 2 L 3L 2 ,

p4 =
1

K ( 1 - K )
L 1L 2 ,

p5 = 4L 2L 3 ,　

p6 = 1
K ( 1 - K )

L 1L 3 ,

L1 + L2 + L3 = 1,

图 1　二维单纯形母单元
　　 Fig . 1　 Simplex o rigin element o f two-dimension
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p1 = (L 1 - 1+ K )
L1

K
,

p2 = (L 2 - K )
L2

1 - K
+

1
1 - K

- 2 L 2L3

　　 +
1

1 - K
- 2 L 2L4 ,

p3 = (L 3 - K )
L3

1 - K
+ 1

1 - K
- 2 L 3L2

　　 + 1
1 - K

- 2 L 3L4 ,

p4 = (L 3 - K )
L4

1 - K
+

1
1 - K

- 2 L 2L4

　　 +
1

1 - K
- 2 L 3L4 ,

p5 = 1
K ( 1 - K )

L 1L2 ,

p6 = 4L 2L3 ,

p7 =
1

K ( 1 - K )L 1L3 ,

p8 =
1

K ( 1 - K )
L 1L4 ,

p9 = 4L 2L4 ,

p10 = 4L 3L4 ,
L1 + L2 + L3 + L4 = 1.

图 2　三维单纯形母单元

　　 Fig. 2　 Simplex orig in element of three-dimension

2　算例分析

为了更好地将上述断裂力学计算理论应用到工

程实践中去 ,我们编制一套适用于二维实体结构裂纹

分析的专用计算程序 PAFEP, 主要用于结构裂纹的

应力强度因子的计算 ,可在裂尖附近直接使用上面推

导的二维单纯形奇异裂纹单元或 Barsoum及 Hen-

shell所述的裂尖单元 , 而在其他部位使用一般的平

面八结点等参单元 ,该程序共计 1 600多个 Fortran语

句 , 30多个子程序 , 网络划分采用全自动网络生成 ,

数据准备极其方便 .同时为克服微机内存对大型结构

物计算的限制及要求 ,程序采用了覆盖及内外存交换

等计算机技巧 ,使用波前法来求解线性方程组 ,从计

算结果直接可得到各单元结点的应力变化值及裂纹

的应力强度因子 .

如图 3所示为一无限长 ,宽为 10 cm的平板 ,其左

侧有一长度为 3 cm的贯穿裂纹 , 其上受有 10 N /cm
2

的均布荷载 , 弹性模量为 1× 10
5
N /cm

2
, 泊松比为

0. 25, 由于结构对称 , 只取结构的一半来进行分析 ,

共划分为 42个平面八结点等参数单元 , 5个二维单纯

形等参裂纹单元 , 共计 164个结点 , 单元网络划分图

如图 3所示 .

图 3　单元网络划分

Fig. 3　 Par titio n of simplex o rigin

其Ⅰ 型裂尖应力强度因子的理论值由文献 [1]给出 ,

即

K 1 = F  e ca,

F = 1. 12 - 0. 231
a
b

+ 10. 55
a
b

2

-

21. 72
a
b

3

+ 30. 39
a
b

4

.

在不改变网络划分和不增加单元的情况下 ,对二

维单纯形裂尖附近等参奇异单元进行计算 .当 K及 P

取不同值时 ( K 2 = P) ,表 1给出了计算所得裂尖 I型

应力强度因子的值 , 并与理论值进行了对照 .

表 1　计算值与理论值

Table 1　 Calcul ated and theoretical values

K P K 1 K P K 1

0. 1 0. 01 49. 164 0. 7 0. 49 49. 966

0. 2 0. 04 50. 091 0. 8 0. 64 50. 073

0. 3 0. 09 50. 012 0. 9 0. 81 49. 710

0. 4 0. 16 50. 016 0. 618034 0. 381966 50. 007

0. 5 0. 25 50. 039

0. 6 0. 36 49. 984 　 50. 000*

* 理论值 Theoretical value。

　　由上可见 , 所得计算结果与理论值都相当接近 ,

这就验证了前面所推导的系列等参奇异裂纹单元均

能满足要求 . 令人惊讶的是 ,且当分割点处在黄金分

割点处时 , 在相同网络划分和不增加单元的情况下 ,

计算结果精度最高 ,这一现象有必要值得进一步深入

研究 .
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