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摘要　给出了关于ρ混合序列完全收敛的等价条件 , 所得结论推广和改进了文献 [ 1, 2, 4, 5 ]的部分结论 , 并

达到了独立同分布完全一样的理想结果 .
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Abstract　 The suf ficient and necessany condi tion of the com plete convergence forρ-mixing se-

quence is discussed. The results im prove and ex tend the results of References [1, 2, 4, 5 ].
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1　引理

设 {X i , i≥ 1}为一随机变量序列 ,记 Sn ∑
n

i= 1
X i ,

在独立同分布情形 , Sn的收敛性已是相当完善 , 例

如完全收敛性有 Baum和 Katz在文献 [1 ]中的著名定

理:

定理 A　设 {X i , i≥ 1}为独立同分布序列 ,T>

1 /2,Tp > 1,且当 T≤ 1时 ,进一步假设 EX 1 = 0则

E|X 1|p < ∞ , ( 1)

等价于　∑
∞

n= 1
n
Tp - 2

P ( max
j≤ n
|Sj|≥Xn

T
) < ∞ , X> 0.

( 2)

对于ф混合序列 ,王定成
[2 ]
和邵启满

[3 ]
进行了讨

论 ,得到了类似于 ( 1)与 ( 2)之间的等价关系 ,对于比

ф混合更为广泛的d混合序列 ,孔繁超 [4 ]、邵启满 [ 5]在

一定的混合速度下 ,讨论了 Sn完全收敛的充分性 ,但

未得到必要条件 .

本文讨论了d混合序列的收敛性 ,在不需要对混

合速度要求的情况下 ,建立了 ( 1)与 ( 2)之间的等价

关系 ,获得了与独立同分布完全一样的理想结果 . 这

些结果推广和改进了文献 [1 ]、 [2]、 [4]、 [5]的部分

结果 .

设 {X i , i≥ 1}为一随机变量序列 ,本文记

Sn ∑
n

i= 1
X i , F

k
1 e( X i , i≤ k ) , F

∞
k+ n e(X i , i≥

k+ n) ,Lp (A)为所有A可测且 p阶矩有限的随机

变量全体 ,‖ X‖ p ( E|X|
p

)
1 /p

,一律以 c记与 n无

关的正常数 ,不同之处可取不同的值 ,“ ”表示通常

的大“O” ,“ IA”表示集合 A上的示性函数 ,“ [ ]”表示

取整 , logx、 lnx分别表示以 2和 e为底的对数 .

定义　d(n ) sup
k∈ N

sup
X∈ L

2
(F

k

1
) ,Y∈ L

2
( F
∞
k+ n

)

|E( X - EX ) (Y - EY )|
VarXVarY

.

如d(n)→ 0,n→∞ ,则称序列 {X i , i≥ 1}为d混合的 .

为了证明本文结论 , 需下引理:

引理 1[5 ]　 设 {X i , i≥ 1}为d混合序列 , EX i =

0,‖ X i‖ q < ∞ ,q≥ 2,则存在仅依赖于 q与d( )的

常数 c,使得 n≥ 1,均有

E|Sn|
q
 n

q /2
exp(c∑

[logn ]

i= 0
d( 2

i
) ) max

1≤ i≤n
‖ X i‖

q
2 +

nexp(c∑
[logn ]

i= 0
d

2 /q
( 2

i
) ) max

1≤ i≤ n
‖ X i‖

q
q .

引理 2　设 r≥ 1为任一给定常数 ,若对任何 m

≤ n有 E|Sm|
r
≤ mλ

r
(m ) ,其中 {λ(n ) ,n≥ 1}为一单

调非降序列 ,则有

E ( max
1≤ j≤ n
|Sj|

r
)≤ c n  (∑

[logn ]

i= 0
λ( [m /2

i+ 1
] ) )

r
.

证明　见文献 [6]中定理 5.

2　主要结果

定理 1　设 {X i , i≥ 1}是d混合同分布序列 ,Tp

> 1,p < 2,且当T≤ 1时 , EX 1 = 0

则　 E|X 1|
p

< ∞ , ( 3)
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等价于　∑
∞

n= 1
n
Tp - 2

P ( max
1≤ j≤n
|Sj|≥Xn

T
) < ∞ , X> 0.

( 4)

证明 　 先证明 ( 3) 式蕴涵 ( 4) 式 , 记 Yi  

X i I (|X i|≤ n
T
) . 先证

n
-T

max
1≤ j≤ n
|∑

j

i= 1
EYi|→ 0,n→∞ . ( 5)

i)当 T≤ 1,因Tp > 1,由 EX 1 = 0及 ( 3)式得

n
-T

max
1≤ j≤ n
|∑

j

i= 1
EYi|≤ n

-T
∑
n

i= 1
|EYi|=

n
1-T
|EX 1I (|X 1|> n

T
)|≤ n

1-T
E|X 1|

|X 1|
p- 1

n
T(p - 1) I (|X 1|

> n
T

) n
1-Tp
→ 0,n→∞ .

ii )当T> 1时 ,

n
-T

max
1≤ j≤ n
|∑

j

i= 1
EYi|≤ n

1-T
E|X 1|I (|X 1|≤ n

T
) 

n
1-T

, p≥ 1,

n
1-Tp

, p < 1,

故 ( 5)式成立 ,即有 X> 0,当 n充分大时有

P (|max
1≤ j≤n
∑

j

i= 1
EYi|≥

X
2
n
T

) = 0. ( 6)

又 { max
1≤ j≤n
|Sj|≥Xn

T
} ∪

n

i= 1
{|X i|> n

T
}∪ { max

1≤ j≤n
|∑

j

i= 1
Yi|

≥Xn
T

} ∪
n

i= 1
{|X i|> n

T
}∪ { max

1≤ j≤ n
|∑

j

i= 1
( Yi - EYi )|≥

X
2
n
T

}∪ { max
1≤ j≤ n
|∑

j

i= 1
EYi|≥

X
2
n
T
} An∪ Bn∪ Cn .

( 7)

由 ( 6)、 ( 7)式 , X> 0,当 n充分大时有
P { max

1≤ j≤ n
|Sj|≥Xn

T
}≤ P( An ) + P (Bn ) . ( 8)

故为证 ( 4)式 ,只需证明

∑
∞

n= 1
n
Tp- 2

P( An ) < ∞ , ( 9)

∑
∞

n= 1
n
Tp- 2

P(Bn ) <∞ . ( 10)

先证明 ( 9)式

∑
∞

n= 1
n
Tp- 2

P( An )≤∑
∞

n= 1
n
Tp- 1

P(|X 1|> n
T
) =

∑
∞

n= 1
n
Tp- 1∑

∞

n= 1
P ( j

T
< |X 1|≤ ( j + 1)

T
) =

∑
∞

j= 1
∑

j

n= 1
n
Tp- 1

P ( j
T

< |X1|≤ ( j + 1)
T
)≤∑

∞

j= 1
j
Tp
P ( j

T
<

|X 1|≤ ( j+ 1)
T
) E|X 1|

p
<∞ .

再证 ( 10)式 . 记

Y
~

i Yi - EYi , S
~

j ∑
j

i= 1
Y
~

i .

取 q > 2 > p , 0 <W< min( (Tp - 1) (q /2 - 1) ,T(q

- p ) ) ,我们有

∑
∞

n= 1
n
Tp- 2

P(Bn ) ∑
∞

n= 1
n
Tp - 2-Tq

E( max
1≤ j≤ n
|S~ j|)

q
. ( 11)

由引理 1及 Cr不等式有

E|S~m|
q
 m

q /2
exp(c∑

[logm ]

i= 0
d( 2

i
) ) max

1≤ i≤ n
‖ Y

~
i‖

q

2 +

m exp( c∑
[logn ]

i= 0
d

2 /q
( 2

i
) ) max

1≤ i≤ n
‖ Y

~
i‖

q

q ,

因　d( 2
i
)→ 0,d

2 /q
( 2

i
)→ 0, i→∞ .

故 N 0 ,当 i≥ N 0 ,有

d( 2
i
) <

W
c

ln2,d
2 /q

( 2
i
) <

W
c

ln2.

由此可得

exp(c∑
[logm ]

i= 0
d( 2

i
) ) = exp(c∑

N
0

i= 0
d( 2

i
) +

c ∑
[ logm ]

i= N
0
+ 1
d( 2

i
) ) exp(c ∑

[logm ]

i= N
0
+ 1

Wln2
c

)≤ m
W
.

同理可得

exp(c∑
[logm ]

i= 0
d

2 /q
( 2

i
) ) m

W
.

故 　E|S~m|
q
 m

q /2+ W
‖ Y 1‖

q
2 + m

W+ 1
‖ Y1‖

q
q ≤

m (m
1 /2+ (W- 1) /q

‖ Y1‖ 2 + m
W/q
‖ Y 1‖ q )

q
 mλ

q
(m ) ,

由引理 2,注意到
λ(n) = n

1 /2+ (W- 1) /q
‖ Y1‖ 2 + n

W/q
‖ Y1‖ q

及 Cr不等式得

E ( max
1≤ j≤ n
|S~ j|)

q
 n{∑

[logn ]

i= 0
λ( [ n

2
i+ 1 ] ) }

q
=

n{∑
[logn ]

i= 0
( n
2
i+ 1 )

1 /2+ (W- 1) /q
‖ Y1‖ 2+ ∑

[logn ]

i= 0
( n

2
i+ 1 )

W/q
‖ Y 1‖ q }

q

 n { (∑
[logn ]

i= 0
(
n

2
i+ 1 )

1 /2+ (W- 1) /q
‖ Y 1‖ 2 )

q
+

(∑
[logn ]

i= 0
(
n

2
i+ 1 )

W/q
‖ Y1‖ q )

q
} =

n{n
q /2+ W- 1

‖ Y 1‖
q

2 (∑
[logn ]

i= 0
(

1

2
i+ 1 )

1 /2+ (W- 1) /q
)
q
+

n
W
‖ Y 1‖

q

q (∑
[logn ]

i= 0
(

1

2
i+ 1 )

W/q
)
q
} ,

注意到W、 q的取法有

∑
[logn ]

i= 0
(

1

2
i+ 1 )

1 /2+ (W- 1) /q
= ∑

[logn ]

i= 0
(

1

2
1 /2+ (W- 1) /q )

i+ 1
< ∞ ,

∑
[logn ]

i= 0
(

1

2
i+ 1 )

W/q
= ∑

[logn ]

i= 0
(

1

2
W/q )

i+ 1
< ∞ ,

故
E ( max

1≤ j≤n
|S~ j|)

q
 n

q /2+ W
‖ Y 1‖

q
2 + n

W+ 1‖ Y 1‖
q
q 

n
q /2+ Tq( 2- p) /2+ W

+ n
W+ 1

E|X 1|
q
I (|X 1|≤ n

T
) . ( 12)

由 ( 11)、 ( 12)式 ,只需证明

∑
∞

n= 1
n
Tp- 2-Tp+ q /2+ qT( 2- p ) /2+ W

= ∑
∞

n= 1
n
Tp- 2+ q( 1-Tp ) /2+ W

<

∞ , ( 13)

及　∑
∞

n= 1
n
Tp - 1-Tp+ W

E|X 1|
q
I (|X 1|≤ n

T
) < ∞ . ( 14)

由于Tp - 2+ q( 1 - Tp ) /2+ W< - 1,得 ( 13)式成
立 .

下证 ( 14)式 ,

∑
∞

n= 1
n
Tp- 1-Tq+ W

E|X 1|q I (|X1|≤ n
T) =

∑
∞

n= 1
n
Tp -Tq- 1+ W

∑
∞

j= 1
E|X 1|q I ( ( j - 1)T < |X 1|≤ j

T) =

∑
∞

j= 1
∑
∞

n= j

n
Tp -Tq- 1+ W

E|X 1|q I ( ( j - 1)T < |X 1|≤ j
T) 
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∑
∞

j= 1
j
Tp -Tq+ W

E|X 1|
q
I ( ( j - 1)

T
< |X 1|≤ j

T
) =

∑
∞

j= 1
j
Tp -Tq+ W

E|X 1|
p
|X 1|

q- p
I ( ( j - 1)

T
<|X 1|≤ j

T
)≤

∑
∞

j= 1
E|X 1|p I ( ( j - 1)T <|X 1|≤ j

T) = E|X 1|
p

<∞ .

故 ( 4)成立 .

再证 ( 4) ( 3) ,

因　X j = Sj - Sj - 1 ,所以

max
j≤ n
|X j|≤ 2 max

j≤ n
|Sj|,

故由 ( 4)式得

∑
∞

n= 1
n
Tp- 2

P( max
1≤ j≤ n
|X j|≥Xn

T
) <∞ . ( 15)

下先证:

( 15) P( max
1≤ j≤ n
|X j|≥Xn

T
)→ 0,n→ ∞ . ( 16)

反证 ,如不然 ,则 X0 > 0,自然数子列 nj ,及W0 > 0,

使 P ( max
1≤ j≤ n

j

|X j|≥X0 2
T
n
T
j ) > W0 .

不妨设 nj+ 1≥ 2nj ,有

∑
∞

n= 1
n
Tp- 2

P( max
1≤ j≤ n
|X j|≥X0n

T
)≥

∑
∞

j= 1
∑

n
j
≤ n≤ 2n

j

n
Tp - 2
j P ( max

1≤ j≤n
j

|X j|≥X02
T
n
T
j )≥

∑
∞

j= 1
n
Tp- 1
j W0 = ∞ .

与 ( 15)矛盾 ,故 ( 16)成立 .

下证当 n充分大时 ,

P ( max
1≤ j≤ n
|X j|≥Xn

T
) nP (|X 1|≥Xn

T
) . ( 17)

对某个U> 1,由　d
2 /U

(n)→ 0,n→∞及 ( 16)式 ,

 N ,当 n, r > N时 ,有

P ( max
i≤ n
|X i|≥Xn

T
) > 1 /2,d

2 /U
( r ) < 1 /6.

故当 n充分大时 ,取正整数 r ,N≤ r≤ n,有

P ( max
1≤ j≤ n
|X j|≥ Xn

T
) ≥ P { ∪

[n /r ]

j= 1
|X jr|≥ Xn

T
} =

P ( j , 1≤ j≤ [
n
r

]使m ax
i≤ j
|X ir|< Xn

T
,|X jr|≥Xn

T
)

= ∑
[n /r ]

j= 1
P ( max

i≤ j
|X ir|≥Xn

T
,|X jr|≥Xn

T
) . ( 18)

令

A max
i < j

(|X ir|<Xn
T
) , B (|X jr|≥Xn

T
) , X 

IA- ,Y IB .

在文献 [7]的引理 1. 2. 7,取 1 <e<U,
1
U

+
1
e

= 1,

有 EXY≤ EXEY+ 4d
2
U^

2
e ( ( j - i )r )‖ X‖ U‖ Y‖ e,

即得

P ( A-B )≤ P ( A- )P (B ) + 4d
2 /U

(r ) P
1 /U

( A- )P
1 /e

(B ) .

P ( AB ) = P( B ) - P ( A-B )≥ P(B ) - ( P ( A- ) P (B )+

4d
2 /U

(r ) P
1 /U

( A- ) P
1 /e

( B ) )≥ P( A ) P( B ) -

1
4 P

1 /U
( A- )P

1 /e
(B ) ,

故由 ( 18)得

P ( max
1≤ j≤n
|X j|≥Xn

T
)≥∑

[n /r ]

j= 1
{P ( max

i < j
|X ir| <

Xn
T
) P (|X jr|≥Xn

T
) - 1

4
( P ( max

i < j
|X ir|≥

Xn
T
) )

1 /U
( P (|X jr|≥Xn

T
) )

1 /e
}≥∑

[n /r ]

j= 1
{P ( max

i≤n
|X i|<

Xn
T
) P (|X 1|≥Xn

T
) -

1
4 ( P ( max

i≤n
|X i|≥

Xn
T
) ) 1 /U( P (|X1|≥Xn

T
) ) 1 /e} = [

n
r

]P (|X 1|≥

Xn
T
) {P ( max

i≤ n
|X i|< Xn

T
) -

1
4

(P ( max
i≤ n
|X i|≥

Xn
T
) )

1 /U
( P (|X1|≥Xn

T
) )

1 /e- 1
} nP (|X 1|≥Xn

T
) (

1
2

- 1
4

( P(|X i|≥ Xn
T

) ) 1 /e- 1 ) .

令e→ 1, 即得 ( 17)式 , 再由 ( 15)式得

∞ > ∑
∞

n= 1
n
Tp - 2

P ( max
1≤ j≤n
|X j|≥Xn

T
) 

∑
∞

n= 1
n
Tp - 1

P (|X1|≥Xn
T

) = ∑
∞

n= 1
n
Tp - 1

∑
∞

j= n
P (Xj

T
≤|X 1|<

X( j + 1)
T
) = ∑

∞

j= 1
∑

j

n= 1
n
Tp- 1

P (Xj
T
≤|X1|< X( j+ 1)

T
)

 ∑
∞

j= n
j
Tp
P (Xj

T
≤|X 1|< X( j + 1)

T
) E|X 1|

p
.

故定理 1成立 .

由定理 1的证明过程知对于不同分布列 ,仍有相

应的结论:

定理 2　 设 {X i , i≥ 1}是d混合序列 ,Tp > 1, p

< 2,当Tp≤ 1时 , EX i = 0,且存在随机变量 X0 ,使当

x→ ∞时 ,有

P (|X 0|> x ) inf
i
P (|X i|> x )≤ sup

i
P(|X i|>

x ) P (|X 0|> x ) ,

则 E|X 0|
p

< ∞等价于 ( 4)式 .
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