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摘要　给出利用相互耦合来实现混沌同步的一种方法 ,计算最大 Liapunov指数谱 ,讨论并给出耦合系数合同步

时间之间的关系 .

关键词　时空混沌同步　耦合系数　同步时间
中图法分类号　 O 414

Abstract　 An approach of mutual coupling to implement the synchronization of spatiotempo ral

chaos was present. The largest Liapunov exponent spectra w ere calculated. And the connection be-

tw een the coupling parameter and the synchronization time was discussed and giv en.
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　　自 1990年 , Pecora和 Carroll
[1 ]开创性地提出驱

动—响应同步方案 (下简称 PC) ,并首先在电子线路

中得到实现
[2 ]
以来 ,混沌同步一直是人们研究的热点

之一 , 无论是理论上还是实验上都做了大量的工作 .

迄今混沌同步在低维系统中的框架已经基本形成 [ 3] ,

基于驱动 -响应同步法的各种方法 , 在 Lo renz系统

和 Ro sslor系统等低维系统中取得了成功 . 但是时空

混沌的情况就不一样了 , 时空混沌包含更多的信息 .

首先 ,自然界中许多非线性现象具有时空混沌性 . 耦

合普通微分方程 ( CODES)、 偏微分方程 ( PDES)、耦

合映象格子 ( CM LS)和细胞自动控制 ( CA)是几个

典型的时空混沌模型 [3 ] .其次非线性系统的时空混沌

可以较好地实现同步化 .在有限空间点上的 PDES系

统 ,用驱动—响应方法已经取得了同步 ,并且已讨论

时空混沌的控制
[4 ]
. 一维 CA系统的同步也已经得

到 . 耦合映象格子 ( CM LS) 的非线性耦合同步也已

经得到 [5 ] , 并且发现相互耦合能导致广义同步 [6 ] . 耦

合映象格子 ( CM LS) 用主动—被动分拆同步法

( APD)也得到了时空混沌同步
[7 ] .但对时空混沌还有

很多工作要做 ,如在 PDES、 CDDES和 CM LS系统中

时空混沌的特性和分类仍需进一步的研究 ;如何表述

时空混沌在时间和空间上表现混沌的这种特性 ,以及

时空混沌同步中 ,同步的时间和准确性仍需做深入的

研究 .本文仅就 CODES的混沌同步做一些研究 .

1　混沌同步

本文用相互耦合的方法在非线性时空混沌系统

CODES中实现了完全同步 ,计算了最大 Liapunov指

数谱 , 并且研究了耦合系数与同步时间的关系 .

对时空混沌模型 , 我们考虑 1个耦合 Lorenz系

统 (既 CODES模型 )

x i = e( yi - xi ) + D (xi+ 1 - 2xi + xi- 1 ) ,
y i = rxi - yi - xi zi ,
z i = xi yi - bzi .

( 1)

做为例子 .其中 i = 1, 2,… ,N ,其他参数分别为:e=

10, r = 23,b = 1和 D = 6.模型 ( 1)在上面的参数条

件下 ,用周期边界条件 x0 = xN和 xN+ 1 = x 1 ,表现出

时空混沌 [8 ] .文中的数字模拟就用上面的参数值和周

期边界条件 .

考虑和 CODES模型 ( 1)同样的两个时空混沌系

统 ,其中一个记为 x yz系统 ,另一个记为 x
~
y
~
z
~系统 .在

这 2个时空混沌系统上加上相互耦合 ,则分别为:

　　

x i =e( yi - xi ) + D (xi+ 1 - 2xi + xi- 1 )
　　 + c(x~ i - xi ) ,
y i= rxi - yi - xi zi + c( y~i - yi ) ,
z i= xi yi - bzi + c (z~i - zi ) .

( 2)

和　

x~
 

i =e(y~ i - x
~

i ) + D ( x~ i+ 1 - 2x~ i + x
~

i- 1 )
　　 + c(xi - x

~
i ) ,

y~
 

i = rx
~

i - y
~

i - x
~

i z
~
i + c (yi - y

~
i ) ,

z~
 

i= x
~

iy
~

i - bz
~
i + c(zi - z

~
i ) .

( 3)

系统 ( 2)和系统 ( 3)为 2个时空混沌系统 ,在这 2个系

统之间加上了相互耦合 ,其中为耦合系数 .调节耦合

系数 ,可以使系统 ( 2)和系统 ( 3)达到同步 .
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通常用函数

e =
1

N
∑
N

i= 1
(xi - x~ i ) 2+ ( yi - y~ i ) 2 + (zi - z~i ) 2 ( 4)

来表征 2个系统的同步 .其中 xi、 yi、 zi是系统 xyz的分

量 , x~ i、 y~ i、 z~i是系统 x~ y~ z~的分量 .当函数 e随着时间的

演化而趋于零时 ,则表明系统 x yz和系统 x~ y~ z~达到同

步 ;否则这两个系统就没有同步 .同时我们考虑一个

分量函数

e1= z 60 - z
~
60 ( 5)

随时间的演化 ,来反映其中的细节变化 .

取 N = 100,系统 ( 2) 和系统 ( 3) 的初值分别

在 0到 1之间的均匀分布随机数序列中取 .下面的数

字模拟的初值也都在该均匀分布随机数序列中取 .

当不加耦合 (既 c= 0)时 ,其数字模拟结果 ,函数 e和

函数 e1随时间 t的变化 ,显示在图 1中 .由图 1可以看

出 ,e和 e1并没有随着时间 t的演化而取趋于零 ,因而

系统 ( 2)和系统 ( 3)也并没有达到同步 .

图 1　 未加耦合时的 e和 e1随时间的变化

Fig. 1　 Evo lution of the erro re and e1 with tim e in no coupled

若加上耦合 ,取耦合系数 c = 0. 6,则函数 e和函

数 e1随时间 t变化的数字模拟结果见图 2.由图 2可

以明显看出 ,函数 e和函数 e1随着时间的演化而趋于

零 . 由此可见 ,在系统 ( 2)和系统 ( 3)加上相互耦合 c

= 0. 6时 ,这两个系统达到了同步 .

综上可知 ,当在 2个时空混沌系统上加上适当的

耦合后 , 这 2个时空混沌系统能达到同步 .

2　最大 Liapunov指数和耦合系数

是不是任意取耦合 c,都能使系统 ( 2)和系统 ( 3)

图 2　加耦合 ( c = 0. 6)时的 e和 e1随时间的变化

　　 Fig . 2　 Evolution o f the er rore and e1 with time combined

coupled (c = 0. 6)

达到了同步?回答是否定的 .

如何选择合适的耦合 c?我们的方法通常是考虑

两系统对应变量之差 ,e1i = xi - x~i ,e2i = yi - y~i ,e3i =

zi - z~i的演化 .由 ( 2)和 ( 3)可得 ,

d
dt

e1i
e2i
e3i

= Zij

e1j
e2j
e3j

　 i , j = 1, 2,… ,N , ( 6)

其中 Zij是一矩阵 .我们选择适当的耦合系数 c,使

|Zij|的本征值的绝对值小于 1, 于是这两个系统会

最终将达到同步 . 在低维系统的同步 , 这是一个常用

的方法 . 但对于系统 ( 2) 和系统 ( 3) 这样的高维时

空混沌 , 这样做就相当麻烦 .

通过计算最大 Liapunov指数发现 , 当最大 Lia-

punov指数小于零时 , 则 2个系统就会达到同步 . 将

系统 ( 2) 和 ( 3) 看成一个大的系统 . 在这个系统旁

边构造一个参考系统 . 这个大系统和参考系统的距

离是 ∑
N

i= 1
W2

x0 ( i ) + W2
y0 ( i ) + W2

z 0 ( i ) , 则最大 Lia-

punov指数为:

λ= lim
t→∞

1
t

ln
∑

N

i= 1
W2

xt ( i ) + W2
yt ( i ) + W2

zt ( i )

∑
N

i= 1
W2

x0 ( i ) + W2
y0 ( i ) + W2

z 0 ( i )

, ( 7)

图 3给出了系统 ( 2)和系统 ( 3)的最大 Liapunov指

数的数字模拟的结果 ,从图 3可以看出 ,当大于 0. 25

20 Guangxi Sciences, Vo l. 8 No. 1, Februar y 2001



时 ,最大 Liapunov指数 L都小于零 . 也就是 ,只要我

们加上的耦合 c大于 0. 25, 经过一段时间后 , 系统

( 2) 和系统 ( 3) 会最终达到同步 . 这表明 , 对于时

空混沌的相互耦合同步 ,并不是耦合系数取所有的值

都能使系统达到同步 ,只有耦合系数在一定的范围内

才能使系统达到同步 . 耦合系数存在一定的阈值 . 因

此 ,我们要使两个系统达到同步 ,耦合系数的选取是

至关重要的 . 耦合系数选取得不合适 ,是不会达到同

步的 . 即确定耦合系数的阈值是实现同步的关键 .

图 3　 CODES模型的最大 Liapunov指数谱

　 　 Fig. 3　 The larg est Liapunov exponent spectra of the

CODES model

3　同步时间

实际应用中还要考虑一个问题 ,那就是同步所需

要的时间 . 有时需要快速同步 , 有的则需要经一定的

时间再同步 . 同步时间和耦合系数有密切的关系 .

对系统 ( 2)和系统 ( 3) ,我们取耦合系数 c= 1. 0,

让这 2个系统进行耦合 .图 4显示了 e和 e1随时间变

化的关系 .

图 4　加耦合 ( c = 1. 0)时的 e和 e1随时间的变化

Fig. 4　 Evo lution of the erro re ande1 with time com bined cou-

pled ( c= 1. 0 )

我们可以看到 ,e和 e1随时间的演化而趋于零 ,

系统 ( 2) 和系统 ( 3)达到了同步 . 同时我们对比图

2中的 ( a) , ( b)和图 4中的 ( a) , ( b) , 可以明显地

看出 . 耦合系数 c取 0. 6时同步所用的时间比耦合系

数 c取 1. 0时同步所用的时间要长 . 那么是不是耦合

系数越大 , 同步所用的时间就越短呢? 图 5给出了耦

合系数 c和同步时间 T的关系图 . 从图 5可以看出 ,

虽然中间有一些小的起伏 ,但是大体上是耦合系数越

大 , 同步时间也就越短 . 这是一个非常重要的结论 ,

在同步过程中可以根据该结论和实际的需要来选择

合适的耦合系数 .

图 5　耦合系数 c和同步时间 T的关系图

　 　 Fig. 5　 Connection diag ram o f th e coupling pa rameter c

and the synchronization time T

4　结语

我们用相互耦合的方法实现了时空混沌系统

CODES的同步 . 计算了最大 Liapunov指数谱 , 给出

了能使 CODES模型实现同步的耦合系数的阈值 . 讨

论并给出了耦合系数和同步时间的关系 .时空混沌不

仅在时间上 ,而且在空间上都表现出不确定性 , 保密

性就更强 . 因此 , 时空混沌系统 CODES的同步在保

密通讯中的应用前景是相当广阔的 .
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