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摘要　提出一种用于多项式理想计算的理想同余神经元 ,其工作方式既不同于过去感知器输入加阈值的激活方

式 , 也不同于通常意义下激活函数选取 , 且保持神经元的运算特性 . 以 Grobner基计算为例 , 给出利用该神经

元计算 Grobner基神经网络描述性学习算法 .
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Abstract　 The concept of polynomial ideal cong ruent neuron are proposed. It is different from bo th

general perception and chosen stimulate function in w orking way , and is still characterized massive-

ly parallel archi tecture of the polynomial ideal com putation. The polynomial ideal cong ruent neural

netw ork learning alg orithm is discussed w ith an applica tion of this neuron to com putation of Grobn-

er base.
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　　迄今在前馈型神经网络结构中 ,人们所采用的都

是激活函数按非线性特性工作的神经元 ,即输入和加

阈值的激活方式 ,为了改进神经元的工作特性 ,不少

作者提出各种类型的神经元 , 如: 形式化神经元
[1 ]

( FAN) , 广义同余神经元 [2 ] ( GCN) , 代数神经元 [3 ]

( AN)等 , 本文提出理想同余神经元记为 ICN, 用于

如何解决多项式环 K [x 1 , x2 ,… ,xn ]上的理想计算 .

多项式理想计算是计算机代数中重要内容 ,有着

广泛的应用范围 ,如: Grobner基理论
[4 ] , W u方法

[ 5] ,

自动推理计算与定理机器证明等方面取得巨大成功 ,

然而随着应用的不断深入和扩大 ,对运算速度的要求

愈来愈高 ,需要寻求更快速的多项式理想计算系统结

构来适合多维理想计算情形 . 而人工神经网络方法 ,

具有大规模并行处理 ,分布信息存储 ,良好自适应性

和自组织性以及一定的联想学习和容错能力 ,使用人

工神经网络方法来实现多项式理想计算 ,可充分发挥

它们各自优势。为此 , 本文试图用神经网络的自适应

性来实现多项式环上理想计算 .

1　理想同余神经元和理想同余神经网络的定

义

定义 1　 设 f ,g ,h ∈ K [x 1 , x2 ,… ,xn ]且 F =

{ f 1 , f 2 ,… , fm } ,其中 f i∈ K [x1 ,x 2 ,… , xn ] , Ideal(F )

表示 F产生的理想 ,则称 g就模 F理想同余于 h ,并记

为:

g≡ h　 ( ImodF) , ( 1)

( 1)式意味着存在 f ∈ F ,b, u∈ K或 K [x 1 ,x 2 ,… ,

xn ] ,使得: g - h = b  u f成立 .

定义 2　设 X = {x 1 ,x 2 ,… ,xn }∈ K [x 1 ,x 2 ,… ,

xn ]和W = {w 1 , w2 ,… ,wn }∈ K ( K为域 ) ,为人工神

经元的输入和连接权值向量 ,如输出按 f ∈ F的理想

同余方式运算 ,即

g≡∑
n

i= 1
wixi　 ( ImodF ) ( 2)

写成多项式形式

g≡ h　 ( ImodF) ,

称该神经元为理想同余神经元 (见图 1) .

从定义可知 ,理想同余神经元工作方式既不同于
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过去感知器输入加阈值的激活方式 ,也不同于通常意

义下激活函数选取 ,只要我们对模 F调整 ,就可实现

对理想神经元学习 , 最终可得到该神经元的输出 .

定义 3　由理想同余神经元构成的人工神经网络

称为理想同余神经网络 . 记为: ICNN.

图 1　理想同余神经元 ( ICN )

Fig . 1　 Idea l cong ruent neuron

例 1　现考虑理想同余神经元一般形式 (见图 2) ,

其中 g j (x 1 ,x 2 ,… ,xn ) ( i = 1, 2,… ,m )为非线性项 ,

那么该神经元输出为:

g≡∑
n

i= 1
wixi + ∑

m

j= 1
wn+ jg j (x 1 , x 2 ,… ,xn )

　 ( lmodF) , ( 3)

图 2　一般多项式理想同余神经元

Fig. 2　 Generalized polynomial ideal cong ruent neuron

由此可看出 , 图 1所定义神经元是图 2特例 ,尽管

这个输出非线性项 ,但可经变量替换使其形式上线性

化 ,令　 zi = xi ,　 i = 1, 2,… ,n,

z j = gi ( x1 ,x 2 ,… , xn ) , j = n+ 1,n+ 2,… ,n+

m ,

于是上面输出多项式函数可化为

g≡∑
n+ m

j= 1

w j zj　 ( lmodF ) , ( 4)

便回到人们习惯采用的线性形式 .

例 2　 在例 1中 ,若取理想 F = {x
2
1 + x

2
2 +

1} (如图 3所示 ) .

这时该网络的输出为:

g (x 1 , x2 ) = x 1+ x 2 - 2x1x 2 - 1 ( 5)

作 45°坐标旋转 ,新坐标为 x 1′,x 2′,则二次曲线 x 1+

x2 - 2x1x 2 = 1变为双曲线标准式
(x 1′- 2 /2)

2

( 2 /2) 2

+
( x2′)

2

( 2 /2) 2
= 1,将二组输入模式 { ( 0, 0) , ( 1, 1) } ,

{ ( 1, 0) , ( 0, 1) }分成两类 ,即 0 - 类与 1 - 类 ,从而说

明可利用理想神经元实现了异或运算 .

图 3　实现异或函数运算理想神经元

　　 Fig. 3　 XOR problem accomplished by ideal cong ruent

neuron

2　 Grobner基计算的神经网络方法

Grobner基理论是计算机代数中的重要内容 , 有

广泛的应用范围
[ 4]

,国外众多学者利用这个理论解决

了很多理论问题 ,如: 非线性代数方程组求解与定理

证明等 , 下面以 Grobner为例 , 说明如何将多项式理

想神经元用于 Grobner基计算 .

例 3　考虑 F = {f 1 , f 2 , f 3 } ,其中

f 1 = 3x
2
y+ 2x y+ y+ 9x

2
+ 5x - 3,

f 2 = 2x
3
y - xy - y+ 6x

3
- 2x

2
- 3x + 3,

f 3 = x
3
y+ x

2
y+ 3x3 + 2x 2 .

确定由理想构成 Grobner基 ,首先根据 f i ( i = 1,

2, 3)次数最高项 ,x 3
y为 4次 ,由 f i所有项构作单项

式集 { x
3
y ,x

2
y ,x y ,x

3
,x

2
, x ,y ,常数项 }来构作多项

式一般式:

f (x , y ) = a8x
3
y+ a7x

2
y+ a6xy+ a5x

3
+ a4x

2
+

a3x + a2y+ a1 ,

则 f 对应的多项式理想神经元为 (见图 4):

图 4　 Grobner基计算的神经元模型示例

Fig . 4　 M odel exam ple of neuron computation of Grobner base

其学习步骤如下:

步骤 1: 首先取模 F = f 2 ,置 {a1 ,a2 ,a3 ,a4 ,a5 ,

a6 ,a7 ,a8 } = ( - 3, 5, 9, 0, 1, 2, 3, 0) , 可得到 f 1 ,依
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次调整模 F为 F = 2x f 1 - 3F; F = 3F - 4f 1; f 4 

=
1
7
F可得到该神经元输出:

f 4 = x y+
5
7
y +

12
7
x

2 -
11
7
x -

15
7

;

步骤 2:取模 F = f 4 ,输入向量仍为 f 1 ,依次调

整模 F为: F = f 4 ,F = 21xF - 7f 1 ,F = F - f 4 ,

f 5 = F,此时该神经元输出:

f 5 = y -
14
3
x

3
+

38
3
x

2
+

61
6
x - 3;

步骤 3: 置 F= f 5 ,调整权值: {a1 ,a2 ,a3 ,a4 ,a5 ,a6 ,

a7 ,a8 } = {-
15
7

, -
11
7

,
12
7

, 0,
5
7

, 1, 0, 0}同样可得到

f 6 ,则该神经元输出为:

f 6 = x
4

- 2x
3

-
15
4 x

2
-

5
4 x ;

步骤 4: 置 F = f 3 ,调整权向量上 {a1 ,a2 ,a3 ,a4 ,

a5 ,a6 ,a7 ,a8} = { - 3, 5, 9, 0, 1, 2, 3, 0}可得到 f 1 ,同

样的方法可得该神经元输出:

f 7 = x
3 -

2
5
x

2 -
2
5
x .

此时 ,根据 Grobner基理论知由 F产生 Grobner

基为:

G = { f 1 , f 2 ,… , f 7 }.

下面考虑一般情形 , 以 Grobner基计算为例 , 给

出利用多项理想神经元解决一般理想计算神经网络

方法及步骤 , 问题是给定多项式集 F ,如何通过理想

同余神经元计算出多项式集 G,使得 Ideal( F )= Ide-

al ( G ) , 且是 Grobner基 . 首先给出 Grobner基的神

经网络定义 .

定义 4　称 G是 Grobner基 , 在理想同余神经元

模型下 , 若对所有 f , g∈ G,有: f≡ g ( ImodF ) ,即 f

模 Ideal( G)同余于 g.

以上定义 ,我们给出多项式理想同余神经元计算

Grobner基的描述性算法:

设 F= { f 1 , f 2 ,… , f r } , f i∈ K [x 1 ,x 2 ,… ,xn ] ,求

多项式集 G,使 Ideal(F ) = Ideal(G) ,且 G是 Grobner

基 ,由于每一多元多项式都可归结到二元多项式情

形 ,不妨考虑二元多项式理想的情形 .

步骤 1: 置 T = { x
i
1y

i
2|i1 , i2∈ N }是 F上的所有

候选单项式集 ,在 T上定义一字典序:

1 < T x < T x
2

< T x
3

<… < y < T xy < T x
2
y <…

< T y
2

< T xy
2

< … ;

步骤 2:据步骤 1单项式集 T及 T上字典序 ,构

作 F上一般多项式表达式:

f ≡ a00+ a10x + a20x
2 + a30x

3 + … + b10 y+

b11x y+ b12xy
2 + … + c02 y

2+ c12x y
2+ … ;

步骤 3:以 T上单项式作为理想同余神经元输入

向量 , f 的系数作为权值 ,通过对模 F调整来实现学

习 ,使 f≡ f i∈ F ( i = 1, 2,… , r ) ,置模 G分别为 f j ( j

≠ i ) ,利用多项式的伪除法 ,则该神经元输出为 f K ( K

= r + 1, r + 2,… ) ;

步骤 4:置 G= F∪ { f k|K = r+ 1, r+ 2,… ,

n) ,则 G为所求 Grobner基 .

实际上 , 在步骤 3中 , 实现使一个多项式变换到

另一个多项式 , 实际对权值经平移变换易于实现 .

3　结语

文中给出理想同余神经元 ,其工作方式既不同于

过去感知器输入加阈值的激活方式 ,也不同于通常意

义的激活函数 (如 sigmoid函数等 ) 选取 , 它保持神

经元的运算特性 ,也可用于解决异或分类问题 , 实例

证明 , 只要给出利用多项式理想同余神经元计算

Grobner基神经网络学习描述性算法 , 仅需通过对模

调整来实现学习 , 即可完成对 Grobner基的计算 , 这

为 Grobner基计算提供了一几何背景 .本文仅是对多

项式同余神经元及神经网络的研究提供一可视化手

段 ,有关学习算法的细化及实现和应用问题便是今后

所要做的工作 .
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