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摘要　通过 Liapunov函数的方法 ,改进了有关文献结果 , 放宽了系统 dx /dt = f ( t ,x ) + g ( t)的概周期解存在、

唯一且一致渐近稳定的条件 .
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Abstract　 Some known results about the equation dx /dt = f ( t , x ) + g ( t ) are improved. Wider

condi tions are obtained for the existence, uniqueness and uniformly asymptotic stabili ty of it s almost

periodic solution.
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　　在自然科学和社会科学中 ,概周期现象较周期现

象更为普遍。许多实际问题往往都可以归结为寻求概

周期微分方程的概周期解的问题 ,从而研究概周期解

的存在唯一及其稳定性问题。

　　在研究此类问题中 , Liapunov函数发挥了重要

的作用。在具体构造 Liapunov函数时 ,若出现 V ≤ -

C ( t )V 的情况 ,则文献 [1 ]中定理 6. 4的要求 V ≤ -

CV不能满足。在本文中 ,证明了 V ≤ - C ( t ) V的情况

也是可行的 , 并将原定理中关于有界解的要求取消。

因此 , 本文的结果较文献 [1]中定理 6. 4的条件更弱

且应用面更广。

　　考虑系统

dx
dt
= f ( t , x ) + g ( t ) , ( 1)

其中 , f ( t , x )∈ C ( R× D , R
n
) ,D为 R
n
中开集或为 R
n

本身 ,g ( t )为 t的概周期函数 .

　　系统 ( 1) 的乘积系统为

dx
dt
= f ( t ,x ) + g ( t ) ,

dy
dt
= f ( t , y ) + g ( t ) .

　　 f ( t , x )对 x ∈ D关于 t是一致概周期的 ,记为

f ( t , x )∈ a. p. u(D) .

　　本文主要结果为:

　　定理　设在系统 ( 1) 中 , f ( t ,x )∈ a. p. u (D ) ,

g( t )为 t的概周期函数 .假定存在 Liapunov函数 V ( t ,

x , y ) ∈ C ( R+× D× D , R+ ) , D Rn或 D≡ Rn ,满

足:

　　 (Ⅰ )a(|x - y|)≤ V ( t ,x , y )≤ b(|x - y|) ,其

中 a( r ) ,b(r )∈ CIP, 即连续、 递增、 正定的函数 ;

(Ⅱ )|V ( t ,x 1 , y1 ) - V ( t , x 2 , y2 )|≤ L [|x 1 -

x2|+ |y1 - y2|]. L > 0且 L为 const. ;

(Ⅲ ) V ( 2) ≤- c ( t )V ( t ,x , y ) ,其中 t≥ t0 > 0,

c( t )为连续函数 ,c( t ) > 0且∫
+ ∞

0
c( t ) dt = + ∞ ,

则系统 ( 1) 存在唯一且一致渐近稳定的概周期解

p( t ) ,且 mod(p ) mod( f ) .特别地 ,当 f ( t ,x ) , g ( t )

关于 t以k为周期 ,即 f ( t+ k,x ) = f ( t , x ) ,g ( t+ k)

= g ( t ) ,则解 p ( t )也是以k为周期 ,即 p ( t ) = p( t+

k) .

　　证明 ( i) 系统 ( 1) 在假设条件下 , 存在有界解

O( t ) .

反证法　若O( t )为系统 ( 1)的无界解 ,即不管取

多么大的正数 M ,存在序列 {tn } ,不妨设 t0 = 0,当 n

→+ ∞时 , tn→+ ∞ ,使O( t0 ) = O( 0) < 1
2
M ,O( t 1 ) <
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1
2 M ,存在某个 k∈ N ,有O( tk ) = M ,对 l∈ N且 l >

1时 ,有|O( tk+ l )|= 2lM .由 (Ⅲ )知 ,存在 m∈ Z ,m >

k ,使 b( 2M ) exp( -∫
t
m

0
c( T ) dT ) < a (
M
2 )成立 .

V ( tm ,O( tm ) ,O( tm+ 1 ) ) ≤ exp( - ∫
t
m

0
c ( T ) dT ) V ( 0,

O( 0) ,O( t1 ) ) ,

其 中 V ( 0,O( 0) ,O( t 1 ) ) ≤ b(|O( 0) - O( t1 )|) ≤

b(|O( 0)|+ |O( t1 )|)≤ b( 2M ) ,而由 m的选取知 ,

V ( tm ,O( tm ) ,O( tm+ 1 ) )≤ a(
M
2 ) ,由 (Ⅰ )知 ,所以|O( tm )

- O( tm+ 1 )|≤ M
2
有|O( tm+ 1 )|≤|O( tm )|+ M

2
记 i =

m - k , (m> k ) ,则有 2
i+ 1
M= |O( tm+ 1 )|≤|O( tm )|+

M
2
= 2iM +
M
2
. 矛盾 .

故O( t )有界 ,即存在 B = const. > 0,使 t≥ t0

> 0有|O( t )|≤ B成立 . 证毕 .

　　 ( ii)O( t )为系统 ( 1)的渐近概周期解 .

　　设存在fk R, k→+ ∞ ,fk→+ ∞ ,记Ok ( t ) =

O( t )+ fk ,则有Ok ( t )为
dx
dt
= f ( t+ fk , x )+ g ( t+ fk ) ,

过 ( 0,O(fk ) )的解 ,设 S为 Rn中任一包含O( t )的紧集 ,

存在 {fk }的一个子序列 ,不妨仍用 {fk }记之 ,当 k→+

∞时 , f ( t+ fk , x )+ g ( t+ fk )在 R× S上一致收敛 ,

　　对 X> 0,选取足够大的整数 k0 = k0 (X) ,使 m

≥ k > k0 时 , 有 c( t + fk ) > 0 及 exp( -

∫
t+ f
k

0
c(f) df)b( 2B ) <
a(X)
2 ,且在 R× S上 ,|f ( t+ fk ,

x ) - f ( t + fm ,x ) + g ( t + fk ) - g ( t + fm )| <

a(X)
2L c( t+ fm )从 (Ⅱ ) (Ⅲ )得 ,

　　V ( 2) ( t ,O( t ) ,O( t + fk - fm ) )≤ - c( t )V ( t ,O( t ) ,

O( t + fm - k ) ) + L|f ( t+ fm - fk ,O( t+ fm - fk ) )

- f ( t ,O( t+ fm - fk ) ) + g ( t + fm - fk ) - g( t )|,

从而

　　V |( 2) ( t ,O( t ) ,O( t+ fm - fk ) )≤ - c( t )V ( t ,O( t ) ,

O( t + fm - fk ) ) +
a(X)c ( t+ fk )

2
,

即

V ( t + fk ,O( t + fk ) ,O( t + fm ) ) ≤
a (X)
2
+ exp( -

∫
t+ f
k

0
c(f) df)V ( 0,O( 0) ,O(fk ) ) .

由 (Ⅰ )知 ,当 m≥ k> k0时 ,就有 V ( t+ fk ,O( t+ fm ) ,

O( t + fk ) ) < 2 a(X)
2
= a (X) .

又由 (Ⅰ )知 ,

|O( t+ fm ) - O( t + fk )|< X,

　　根据文献 [1 ]中定理 3. 3及引理 1, 知O( t )为渐

近概周期的 ,不妨设 p( t )为O( t )的概周期部分 ,则

p( t )应为系统 ( 1)的概周期解 ( t 0) . 证毕 .

　　 ( iii)O( t )为存在唯一的渐近概周期解 ,即证 p ( t )

为存在唯一的 .

若j( t )也为系统 ( 1)的渐近概周期解 ,则存在 t0

> 0,当 t > t 0时 ,存在 c( t ) > 0使 V1 ( t ,O( t ) ,j( t ) )

≤ - c( t ) V ( t ,O( t ) ,j( t ) )≤ 0,当 t适当大之后 ,有

V ( t ,O( t ) ,j( t ) ) ≤ V ( t0 ,O( t0 ) ,j( t0 ) )exp( -

∫
t

t
0

c(f) df) ,对 X> 0,使 V ( t ,O( t ) ,j( t ) ) < a(X) ,即

|O( t ) - j( t )| <X,则有

lim
t→+ ∞

O( t ) = j( t ) . ( 2)

由渐近概周期解的分解式的存在唯一性 ,知 O( t ) =

p( t ) + q( t ) ,j( t ) = r ( t )+ s ( t ) ,其中 , r ( t )为概周期

部分 ,由 ( 2)式和文献 [1]定理 3. 1,得O( t )≡j( t )即

O( t )存在唯一 ,即 p ( t )存在唯一 .

　　 再由 Yoshizawa在文献 [2]中定理 17. 2知 ,

mod( p) mod( f ) . 证毕 .

　　 ( iv ) p( t )为的一致渐近稳定的 ,即证 p( t )为系统

( 1)一致稳定且一致吸引的概周期解 .

　　 设 x ( t )为系统 ( 1)的其他任一解 , x ( t ) = x ( t;

t0 , x0 ) ,对 X> 0,存在W> 0,b(W) < a(X) ,对 t≥ t0

≥ 0,只要|x ( t0 ) - p( t0 )|< W,便有|x ( t; t0 ,x 0 ) -

p( t )|<X成立 .由已知定理条件知 ,当 t≥ t0时 ,V ( t ,

x ( t ) , p( t ) )≤ V ( t 0 , x ( t0 ) , p ( t0 ) )由 (Ⅰ )知

a(|x ( t ) - p( t )|)≤ V ( t ,x ( t ) ,p ( t ) )≤ V ( t0 ,x ( t0 ) ,

p( t0 ) )≤ b(|x ( t0 ) - p ( t0 )|)≤ b(W) < a(X) ,所以

|x ( t ) - p( t )|< X,

　　 对于X> 0,存在充分大的 T (r ,X) > 0, r = r (X)

> 0,b (r ) < a(X) ,当 t≥ t0+ T (r ,X)时 ,只要|x ( t0 )

- p ( t0 )|< r , t≥ t0+ T (r ,X)时 ,便有|x ( t ) - p( t )|

< X,由上述两点证明可得 p ( t )为一致渐近稳定的 .

证毕 .

　　综上所证 ,定理结论成立 . 对周期情况显然成

立 .

　　实例　考虑系统

dx
dt
= ( - 2+ cost+ cos 2 t )x+ ( sint+ sin 2 t )

= f ( t , x ) + g ( t ) , ( 3)

其中 , ( - 2+ cost+ cos 2 t ) , ( sint+ sin 2 t )为

概周期的 , t∈ R ,则 (- 2+ cost+ cos 2 t )x为一致

概周期的 ,系统 ( 3)之相伴系统为

(下转第 265 Continue on page 265)
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dx
dt
= f ( t ,x ) + g ( t ) , dy

dt
= f ( t , y ) + g ( t ) . ( 4)

作 V ( t , x , y ) = (x - y )
2

2
,下面验证本文定理条件:

　　 (Ⅰ ) ( x - y 
2
)

4
= a( x - y )≤ ( x - y 

2
)

2

≤ b( x - y ) = ( x - y )
2
;

　　 (Ⅱ ) D = {x|x∈ R, x < B* , B* 为 const. ,

B
* > 0} ,

　　 V ( t ,x 1 , y1 ) - V ( t , x 2 , y2 ) ≤ 2B* [ x 1 - x 2 

+  y1 - y2 ];

　　 (Ⅲ ) V ( 4) = (x - y ) ( dx
dt
- dy
dt
) = (x - y ) 2 (- 2

+ cost+ cos 2 t ) ,记 c( t ) = 2 - cost - cos 2 t>

0, 存在 {Tn }  R , 使 c(Tn ) → 0, t≥ t 0≥ 0且

∫
+ ∞

t
0

c( t )dt = + ∞ .

　　由本文定理可知系统 ( 3) 存在唯一一致渐近稳

定的概周期解而原定理不能解决 .
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碳沉降无法遏制全球变暖

　　科学家对近 20年来地球陆地生态系统的碳排放与吸收情况进行研究之后认为 , 所谓的 “碳沉降” 效应可

能只是暂时的 , 不能依靠它来长期遏制全球变暖。

　　来自欧洲和美国等多个地区的 30名科学家在 11月 8日出版的英国 《自然》 杂志上说 , 地球植被的碳沉降效

果并不稳定 , 大气中二氧化碳和氧气含量的数据证实 , 陆地生物圈在 20世纪 80年代期间吸收和排放的二氧化

碳数量基本相当 , 没有出现碳沉降 , 20世纪 90年代则有一定的沉降效果。

　　数据表明 , 20世纪 90年代的碳沉降效应主要出现在北半球的非热带地区 , 包括北美、 中国、 欧洲等。科学

家认为 , 出现碳沉降的主要原因可能是上述地区的退耕还林。科学家说 , 大气中二氧化碳浓度升高 , 可以提高

植物生长速度 , 从而吸收更多的碳 , 暂时增强碳沉降效果 , 但这一效应终将达到饱和。

(摘自 《科学时报》 ) 　　
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