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摘要　讨论非均匀 ( II) 型三角剖分△ ( 2)
mn 上二元二次样条空间的带边界条件子空间 S1, 1

2 (△ ( 2)
mn )上的一类所谓支

集中心型的 Lagrange插值。运用矩阵方向图技术 , 证明当△ ( 2)
mn 满足所谓非降比剖分条件时相应的插值问题适

定 , 在此条件下 , 得到插值函数的 Lag range型表示。
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Abstract　 A kind of Lag range interpolation by biv ariate quadratic splines w ith boundary conditions

over non-uniform type-II t riangulation, called the interpolation to the center of the support of

splines, is discussed. By using the o riented graphic technique of matrix , the existence and the u-

niqueness of the interpolation are obtained for a special t riangulation. Furthermore, the representa-

tion of the interpolation function is given.
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　　多元样条函数空间及其带边界条件的子空间在

力学计算、 计算机辅助设计 ( CAD)、 散乱数据插值

和偏微分方程数值解等方面具有广泛的应用。关于带

边界条件的二元样条子空间的研究最早始于 Chui和

Schumaker
[1 ]。同年 , Chui, Schumaker和 Wang在文

献 [2 ]和文献 [3]中分别给出了 (Ⅰ )型三角剖分下二

元三次 C
1
样条空间和 (Ⅱ )型三角剖分下二元二次 C

1

样条空间的带边界条件子空间的维数与基底。1983年

王仁宏与何天晓在文献 [4]中给出了非均匀 (Ⅱ ) 型

三角剖分下二元二次 C
1样条空间的带边界条件子空

间的维数与基底。乐安波在文献 [5]则给出了均匀

(Ⅱ )型三角剖分下二元 d次 (d≥ 4)和 (Ⅰ )型三角

剖分下二元 d次 (d≥ 3)C1样条空间的带边界条件子

空间的维数与基底。关于带双周期边界条件的二元

样条空间的代数结构及插值逼近的研究见文献

[6～ 13]。

对非均匀 (Ⅱ )型三角剖分 , 文献 [14]讨论了带

零边值条件的二元二次样条的支集偏心插值。本文则

致力于讨论其支集中心插值 ,并得到了适定性条件和

插值函数的 Lag range型表示。

1　二元样条函数空间 S
1, 1
2 (△ ( 2)

mn )

记矩形K= [x0 , xm+ 1 ]  [y0 , yn+ 1 ], 直线 x

= xi , y= yj , i= 1, 2, … , m , j= 1, 2, … , n , 将

K分成 (m+ 1) (n+ 1)个小矩形。连接每个小矩形的

两条对角线 , 则得到K的非均匀 ( II) 型三角剖分

△ ( 2)
mn , 见文献 [16]中的图 1。

二元二次 C
1样条函数空间 S

1
2 (△ ( 2)

mn )由满足以下

条件的样条函数 s ( x , y ) 组成:

i) s ( x , y ) ∈ C
1 (K) ;

ii ) 在△
( 2)
mn的每一三角形单元上 , s (x , y ) 是关

于 x , y的二次完全多项式。

再引入空间 S
1
2 (△ ( 2)

mn ) 的带边界条件的子空间

S
1, 1
2 (△ ( 2)

mn ) , 它由满足以下条件的 s (x , y ) 组成:

i) s ( x , y ) ∈ S
1
2 (△

( 2)
mn ) ;
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ii ) s (x , y ) | K=
 s (x , y )
 n

| K= 0,

其中 n为边界 K的外法线方向单位向量。

由文献 [15]知

dim S
1, 1
2 (△ ( 2)

mn ) = (m- 1) (n- 1) , ( 1)

且 S
1, 1
2 (△ ( 2)

mn ) 的一组 B样条基是 {Bi j } , i= 2, … ,

m , j= 2, … , n, 而 Bij (x , y ) 是具文献 [16]中图 2

(亦见献 [13]中图 1)所示八边形支集的二元二次分片

多项式 , 其中 , hi= 5 xi , kj= 5 yj , Ai= hi / (hi+

hi+ 1 ) , Ai′= 1- Ai , B j= kj / (kj+ kj+ 1 ) , B j′= 1- Bj。

以后记此八边形支集为 Gij。

2　一般插值问题的适定性

引入记号∧ = { ( i , j ): i= 2, 3, … , m; j=

2, 3, … , n} , 而 Lij是一组点值泛函:

Lij f = f (ui , vj ) , (ui , vj ) ∈ K, ( i , j ) ∈ ∧ .

考虑 S
1, 1
2 (△ ( 2)

mn ) 上的一般插值问题: 求 s (x ,

y ) 使满足条件

s (x , y ) =∑ (i, j )∈ ∧ ci jBij (x , y ) ,

Lij s= Lij f , 　　 ( i , j ) ∈ ∧ .
( 2)

关于此插值问题的适定性 ,我们得到了下面的两个定

理。

定理 1　若插值问题 ( 2) 适定 , 则插值结点组

{ (ui , vj ) } 应满足条件:

(ui , vj ) ∈ Gij , ( i , j ) ∈ ∧ . ( 3)

定理 2　若插值点组 { (ui , vj ) } 满足如下分布:

(ui , vj ) ∈ Gij - Gij∪ (Gi- 1, j∪ Gi , j - 1∪ Gi+ 1, j - 1 ) , 则插

值问题 ( 2) 适定。

我们仅证明定理 1。

证明　反证法　设有 ( i0 , j0 ) ∈ ∧ , 使得对

 (ui , vj ) , (ui: vj )  Gi
0
j
0
, 则有

Bi
0
j
0 ( xp , yp ) = 0, ( p, q) ∈ ∧ . ( 4)

因此 , 由条件 ( 2) 导出的用于确定线性组合

s ( x , y ) = ∑
(i, j )∈ ∧

cijB ij ( x , y ) ( 5)

中的系数 ci j的线性方程组

∑
( i, j )∈ ∧

cijBij ( xp , yq ) = f ( xp , yq ) , ( p , q) ∈ ∧

( 6)

的系数矩阵中第 ( j0 - 2) (m- 1) + ( i0 - 1)列的元

素全为零。故线性方程组的解不唯一存在 , 这与假设

矛盾 , 定理证毕 .

注: 此处 , 定理 1是插值问题 ( 2)适定的一个必

要条件而非充分条件 , 而定理 2则是插值问题 ( 2)适

定的充分条件而非必要条件。下面 , 对某类具体插值

问题的更加精确细致的分析 ,可以使我们获得更精确

的结果。

3　支集中心插值

以后总设被插函数 f (x , y ) 满足边界条件:

f ( x , y ) | K= Dx f ( x , y ) = | K= Dy f ( x ,

y ) | K= 0. ( 7)

考虑 S
1, 1
2 (△ ( 2)

mn )的所谓支集中心插值: 求 s (x ,

y ) 使满足

s ( x , y ) = ∑
(i, j )∈ ∧

cijB ij ( x , y ) ,

s ( xi- 1 , yj- 1 ) = f (xi- 1 , yj- 1 ) , ( i , j ) ∈ ∧ ,

( 8)

其中 , xi- 1= ( xi- 1+ xi ) /2, y
-
j- 1= (yj - 1+ yj ) /2,

因为 (xi- 1 , yj- 1 )正好是支集 Gij的中心 ,故称支集中

心插值。容易看出 , (xi- 1 , yj- 1 )  Gij - Gij∩ (Gi- 1, j

∪ Gi, j - 1∪ Gi+ 1, j - 1 ) ,故插值问题的适定性不能由定理

2保证 , 我们需要寻求别的途径对此进行讨论。

由于插值条件数为 (m- 1) (n- 1) ,等于 dimS
1, 1
2

(△ ( 2)
mn ) , 所以要证明插值问题适定 , 只需证明相应的

齐次问题仅有零解 , 即证明由 ( 8) 式导出的关于 cij

( ( i , j ) ∈ ∧ )的方程组的系数矩阵非奇异 , 以下称

此矩阵为插值矩阵。

利用 B ij ( x , y ) 在 Gij上的表达式 , 经过计算可

以得到支集中心插值的插值矩阵为

E=
1
4

F2　 G3

G3′　F3　G4

…　…　…

　　　　G′n- 1　Fn- 1　 Gn

　　　　　　　G′n　 Fn

, ( 9)

其中 ,

F1=
1
4

D2j　 A3

A3′　D3j　 A4

…　…　 …

　　　　 Am- 1′　Dm- 1j　 Am

　　　　　　　　 Am′　 Dmj

,

j= 2, 3, … n ,

Gj=
1
4
diag (B j , Bj , … , B j

m- 1

) ,

Gj′=
1
4 diag

(B j′, Bj′, … , B j′
m- 1

) , j= 3, 4, … ,

n,

而 Ai , Ai′, B j , B j′的意义如前 , Dkj= Ak+ A′k+ 1+ B j

+ B′j+ 1 , k= 2, … , m。

分析以上插值矩阵 E , 我们有如下结论

定理 3　如果K的非均匀 ( II)型三角剖分△
( 2)
mn为
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非降比剖分 , 即剖分满足条件

hi+ 1

hi
≥

hi

hi- 1
,
kj+ 1

kj
≥

kj

kj - 1
, ( i , j ) ∈ ∧ , ( 10)

则支集中心插值问题 ( 8) 适定。

为证明此定理 , 先引进相关概念及引理。

定义 1　设 A= (ai j )n× n为一任意 n阶方阵 , 按下

面的方法令它对应于一平面图形:在平面上标出标号

为 1, 2, … , n的几个不同的点 Pi。对每一个 i和 j

( 1≤ i , j≤ n ) , 如果 aij≠ 0, 则有向线段PiP j连结点

Pi和 Pj ,如果 aij≠ 0且 aji≠ 0,则从 Pi到 Pj ,从 Pj到

Pi各作一有向线段 ,如果 aii≠ 0,则作一条起于 Pi止

于 Pi的环绕着点 Pi的闭路方向线。这样得到的平面

有向图称为 A的方向图 , 记为 G ( A )。

定义 2　在矩阵的方向图 G ( A ) 中 , 若对任意 i

≠ j , 都可以沿方向线从点 Pi出发间接或直接地到达

点 P j , 则称 G ( A ) 是连通的 , 否则称为不连通。

引理 1
[ 17]
　n阶矩阵 A为可约的当且仅当 n> 1,

且具有不连通方向图 G ( A )。

定理 3的证明　易知 Ai , Bj , A′i , B′j均大于零 ,

而 Dkj= Ak+ A′k+ 1+ Bj+ B′j+ 1也大于零 ,所以支集中

心插值问题的插值矩阵 E的 3条对角线上的元素全

大于零 , 所以 G ( E )是连通的 , 故由引理 1知 , E不

可约。另一方面 , 由△ ( 2)
mn为非降比剖分 , 所以对 E的

每一行来说 , 都有

( Ai+ A′i+ 1+ Bj+ B′j+ 1 ) - ( A′i+ Ai+ 1 ) - (B′j

+ B j+ 1 ) =
2 (hi- 1hi+ 1- h

2
i )

(hi+ hi+ 1 ) (hi- 1+ hi )
+

2 (kj - 1kj+ 1 - k
2
j )

(kj+ kj+ 1 ) (kj- 1+ kj )
=

2hihi- 1

(hi+ hi+ 1 ) (hi- 1+ hi )
hi+ 1

hi
-

hi
hi- 1

+

2kjkj- 1

(kj+ kj+ 1 ) (kj- 1+ kj )
kj+ 1

kj
-

kj

kj - 1
≥ 0, ( 11)

且对 E的第一行来说 , 有

A2+ A3′+ B2+ B3′- A3 - B3= A2′+ B2′+ ( A2+

A3′+ B2+ B3′) - ( A2′+ A3 ) - (B2′+ B3 ) ≥ A2′+

B2′> 0, ( 12)

故矩阵 E为行弱对角占优矩阵 , 非奇异。即我们证明

了在△
( 2)
mn为非降比剖分的条件下 S

1, 1
2 (△

( 2)
mn ) 的支集

中心插值问题适定。

4　插值函数的解析表示

为了构造支集中心插值的插值函数 , 先引入 La-

g range基函数。

定义 3　如果 li j (x , y ) ∈ S
1, 1
2 (△

( 2)
mn ) ,

且满足

lij ( x-_ - 1 , y
-
g- 1 ) = △ i_ ; jg= △ i_×△ jg, ( i , j ) ,

(_ , g) ∈ ∧ , ( 13)

其中△ i_及△ jg均为 Kronecker符号 , 则称函数组 {lij

( x , y ): ( i , j )∈ ∧ }为支集中心插值的 Lagrange基

函数。

因为 li j (x , y ) ∈ S
1, 1
2 (△ ( 2)

mn ) , 故可令

lij= ∑
( p ,q)∈ ∧

CpqBp q (x , y ) ,

于是条件 ( 13) 变为

∑
( p ,q)∈ ∧

CpqBpq ( x_ - 1 , yg- 1 ) = △ i_ ; jg, (_ ,g)∈ ∧ .

利用 Bij在 Gij上的解析表示 , 通过计算、 化简 , 可以

求得此方程组的解为

C= E
- 1

Ei j ,

其中 E为支集中心插值矩阵 ( 9) , 而

C= (c22 , c32 , … , cm2 ; c23 , c33 , … , cm 3; … ; c2n ,

c3n , … , cmn )
T
,

Eij = ( 0, … , 0
( j- 2) (m- 1)

; 0, … , 0
( i- 2)

, 1; 0, … , 0
(m- i- 1)

;

0, … , 0
(n- j) (m- 1 )

) T . ( 14)

于是 Lag range基函数为

lij= C
T
B= E

T
ij ( E

- 1 ) TB ,

其中 ,

B= (B22 ( x , y ) , … , Bm2 (x , y ) ; B23 ( x ,

y ) , B33 ( x , y ) , … , Bm3 (x , y ) ; … ; B2n ( x , y ) ,

B3n (x , y ) , … , Bmn (x , y ) )
T
. ( 15)

利用以上求出的 Lag range基函数 , 在△ ( 2)
mn为非降比

剖分的条件下 , 支集中心的插值函数立即可表为:

s (x , y ) = ∑
(i , j)∈ ∧

f (xi- 1 , yj- 1 ) E
T
ij ( E

- 1 ) TB.
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dx
dt

= f ( t ,x ) + g ( t ) , dy
dt

= f ( t , y ) + g ( t ) . ( 4)

作 V ( t , x , y ) = (x - y )
2

2
,下面验证本文定理条件:

　　 (Ⅰ ) ( x - y 
2
)

4
= a( x - y )≤ ( x - y 

2
)

2

≤ b( x - y ) = ( x - y )
2
;

　　 (Ⅱ ) D = {x|x∈ R, x < B
* , B* 为 const. ,

B
* > 0} ,

　　 V ( t ,x 1 , y1 ) - V ( t , x 2 , y2 ) ≤ 2B* [ x 1 - x 2 

+  y1 - y2 ];

　　 (Ⅲ ) V ( 4) = (x - y ) ( dx
dt

- dy
dt

) = (x - y ) 2 (- 2

+ cost+ cos 2 t ) ,记 c( t ) = 2 - cost - cos 2 t>

0, 存在 {Tn }  R , 使 c(Tn ) → 0, t≥ t 0≥ 0且

∫
+ ∞

t
0

c( t )dt = + ∞ .

　　由本文定理可知系统 ( 3) 存在唯一一致渐近稳

定的概周期解而原定理不能解决 .
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碳沉降无法遏制全球变暖

　　科学家对近 20年来地球陆地生态系统的碳排放与吸收情况进行研究之后认为 , 所谓的 “碳沉降” 效应可

能只是暂时的 , 不能依靠它来长期遏制全球变暖。

　　来自欧洲和美国等多个地区的 30名科学家在 11月 8日出版的英国 《自然》 杂志上说 , 地球植被的碳沉降效

果并不稳定 , 大气中二氧化碳和氧气含量的数据证实 , 陆地生物圈在 20世纪 80年代期间吸收和排放的二氧化

碳数量基本相当 , 没有出现碳沉降 , 20世纪 90年代则有一定的沉降效果。

　　数据表明 , 20世纪 90年代的碳沉降效应主要出现在北半球的非热带地区 , 包括北美、 中国、 欧洲等。科学

家认为 , 出现碳沉降的主要原因可能是上述地区的退耕还林。科学家说 , 大气中二氧化碳浓度升高 , 可以提高

植物生长速度 , 从而吸收更多的碳 , 暂时增强碳沉降效果 , 但这一效应终将达到饱和。

(摘自 《科学时报》 ) 　　
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