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摘要　利用鞅方法 , 研究非齐次马氏链随机选择的若干强极限定理 .
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Abstract　 Some strong limi t theo rems on the random selection for nonhomgenous Markov chains

are discussed by means of marting le method.
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　　随机选择的概念最早源于赌博系统 ,二三十年代

德国著名统计学家 R. V. Mises发现了这个问题的重

要性 , 他把它作为公理而引进
[1 ]
. Kolmogo rov在文献

[2]中讨论了这个问题与概率论逻辑基础的关系 ,本

文利用变换的概念 ,将随机选择的有关结果推广到非

齐次马氏链中 .

1　定义

　　对本文所涉及的问题都将在固定的完备概率空

间 (Ψ, F, P ) 上进行讨论 , { Fn , n≥ 1}是 F的自然

e代数流 , 即 Fn= e ( X0 , … , Xn ) , 约定 F0= {O,

K} , 对几乎处处意义下成立的等式或不等式常省去

a. s. 记号 .

　　设 {Xn , n≥ 0} 是状态空间为 S= { 1, 2, …

m }的非齐次马氏链 , 其初始分布与转移概率矩阵分

别为:

　　 (q ( 1) , q ( 2) , … , q (m ) ) , ( 1)

　　Pn= (pn ( i , j ) )m×m , i , j∈ S, n= 1, 2, …

( 2)

其中 pn ( i , j ) = P ( Xn= j|Xn - 1= i ) , 则

　　P (X 0= x 0 , … , Xn= xn ) = q ( x0 )∏
n

k= 1
pk (xk- 1 ,

xk ) , n≥ 1. ( 3)

　　在考虑非齐次马氏链随机选择时 ,设 {Vn , Fn- 1 ,

n≥ 1}是适随机序列 ,称 {Vn , n≥ 1}为可预报序列 [4 ] .

　　定义　设 {Xn , n≥ 0}、 {Vn , n≥ 1}均由上述定

义 , f n (x , y ) , (n≥ 1) 是定义在 S× S上的二元函

数列称

　　Γn=∑
n

k= 1
Vk f k (X k- 1 , Xk ) ( 4)

为 { f n ( Xn- 1 , Xn ) n≥ 1}关于 {Vn , n≥ 1}的变换 .

2　主要结果

　　定理 1　设 {Xn , n≥ 0}是具有初始分布 ( 1)和

转移概率矩阵 ( 2) 的非齐次马氏链 , f n ( x , y ) ,

( n≥ 1) 是定义在 S× S上的二元函数列 , {Vn , n≥

1} 如前定义 , {an , n≥ 1} 是一列单调不减的可预报

序列 , 且 an↑∞ , 如果

∑
∞

n= 1
a
- 2
n V

2
n E [f

2
n (Xn- 1 , Xn ) |Xn - 1 ] <+ ∞ , ( 5)

则

　　 lim
n
a
- 1
n ∑

n

k= 1
Vk { f k ( Xk- 1 , Xk ) - E [ f k ( Xk- 1 ,

Xk ) |Xk- 1 ] } = 0. ( 6)

　　证明　令

　　 Yk = f k ( Xk- 1 , Xk ) - E [ f k ( X k- 1 , Xk ) |

Xk- 1 ] , k≥ 1, ( 7)

易知 {Yn , Fn , n≥ 1}是一鞅差序列 , 而由 Vn及 an是
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Fn- 1可测的 , 所以 {Vn Yn /an , Fn , n≥ 1} 亦构成一鞅

差序列 [4 ] . 令

　　Zn= Vn Yn /an , ( 8)

于是

　　E ( Z2
n|Fn- 1 ) = ( 9)

　　E [
Vn Yn

an

2

|Fn- 1 ] =
V

2
n

a
2
n
E [Y

2
n|Fn - 1 ]≤

　　
V

2
n

a
2
n
E [f

2
n (Xn- 1 , Xn ) |Xn - 1 ] , ( 10)

由　∑
∞

n= 1
a
- 2
n V

2
n E [ f 2

n (Xn - 1 , Xn ) |Xn - 1 ] <∞ .

( 11)

有

　　∑
∞

n= 1
E [Z

2
n|Fn - 1 ] <∞ , ( 12)

于是由鞅差序列收敛定理 [4 ] , 有

　　∑
n

k= 1
VkYk /an . 收敛于零 , ( 13)

即得 ( 6) 式成立。

　　以下恒假设 {Vn , n≥ 1}是随机选择函数 , 即 Vn

是在 { 0, 1}中取值的布尔函数 , 在考虑随机选择的

问题时 , 根据 Vk的值来选取序列

　　X 0 , X 1 ,… ,Xn - 1 . ( 14)

　　 (X 0 , X 1 ) , (X 1 ,X 2 ) ,… , (Xn - 1 ,Xn ) ( 15)

的子序列: 当且仅当 Vk= 1时选取式 ( 14)、 ( 15)中

的 Xk , (Xk- 1 , Xk ) 于是得到式 ( 14) 与式 ( 15) 的

子序列 , 记en=∑
n

k= 1
Vk , An ( j , k) =∑

n

k= 1
VkWj (Xk ) ,

An ( i , j , k) =∑
n

k= 1
VkWi ( Xk- 1 ) Wj (Xk ) ,

注意到

　　E [ f k (X k- 1 , Xk )|Xk- 1 ] =∑
m

j= 1
f k (Xk- 1 , j ) pk

(Xk- 1 , j ) , ( 16)

设Wj (· ) 是 KroneckerW函数 , 即Wj ( i ) = Wij , 由

定理 1可得如下几个推论 .

　　推论 1　设 {Xn , n≥ 0} 是一非齐次马氏链 ,

f ( x , y ) 是定义在 S× S上的二元函数 , {Vn , n≥

1}、 {en , n≥ 1} 如上述定义 , 且en↑∞ , 则

　　 lim
n
e

- 1
n ∑

n

k= 1
Vk { f (Xk- 1 , Xk ) -∑

m

j= 1
f (Xk- 1 , j )

pk (X k- 1 , j ) } = 0. ( 17)

　　证明　因为

　　E [ f 2 (X k- 1 , Xk ) |Xk- 1 ] = ∑
m

j= 1
f
2 (Xk - 1 , j )

pk (X k- 1 , j ) ≤ max
i, j

f
2
( i , j ) ,k≥ 1, ( 18)

∑
∞

k= 1
e

- 2
k V

2
k E [ f

2 (X k- 1 , Xk )|Xk- 1 ]≤ max
i , j

f
2 ( i , j )·

∑
∞

k= 1

Vk

ek

2

= max
i , j

f
2 ( i , j ) ∑

∞

k= 1

1
k
2 <∞ , ( 19)

由 ( 19) 式及定理 1即得 ( 17) 式。

　　推论 2　设 {Xn , n≥ 0} 是一非齐次马氏链 ,

f (x , y ) , {Vn , n≥ 1} , An ( j , k) , An ( i , j , k) ,

en如前定义 , 且en↑∞ , 则

　　 lim
n
e

- 1
n [An ( j , k) -∑

n

k= 1
Vkpk (X k- 1 , j ) ] = 0.

( 20)

　　证明　在推论 1中令 f (s , t ) = Wj ( t ) , s, t∈

S, 于是

　　∑
n

k= 1
Vk { f (Xk- 1 , Xk ) -∑

m

t= 1
f ( Xk- 1 , t ) pk (Xk- 1 ,

t ) } =∑
n

k= 1
Vk {Wj ( Xk ) -∑

m

t= 1
Wj ( t ) pk (Xk - 1 , t ) }

　　= An ( j , k) -∑
n

k= 1
Vkpk ( Xk- 1 , j ) , ( 21)

由 ( 21) 式与推论 1即得 ( 20) 式 .

　　推论 3　在推论 2的假设下 , 有

　　 lim
n
e- 1

n [An ( i , j , k) -∑
n

k= 1
VkWi (Xk- 1 ) pk ( i ,

j ) ] = 0. ( 22)

　　证明　在推论 1中令 f (s , t ) = Wi ( S ) Wj ( t ) ,

s , t∈ S, 于是

　　∑
n

k= 1
Vk { f (Xk- 1 , Xk ) -∑

m

t= 1
f ( Xk- 1 , t ) pk (Xk- 1 ,

t ) } =∑
n

k= 1
Vk {Wi (Xk- 1 ) Wj (Xk ) -∑

m

t= 1
Wi ( Xk- 1 )

Wj ( t ) pk ( X k- 1 , t ) } = An ( i , j , k) - ∑
n

k= 1
VkWi

( Xk- 1 ) pk ( i , j ) , ( 23)

由 ( 23) 式与推论 1即得 ( 22) 式 .
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