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摘要　应用构造 Liapunov泛函的方法 , 研究一类线性时滞微分方程概周期解的存在唯一性 .
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Abstract　 The existence and uniqueness of almost periodic solutions for some retarded dif ferential

equations are investigated by using Liapunov functional.
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　　考虑时滞系统

　　 x″+ f (x )x′+ g ( x ( t - f) ) = e( t ) , ( 1)

其中 , f ,g为连续函数 ,f≥ 0为常数 .当 e( t ) = 0时 ,

系统 ( 1)成为

　　 x″+ f (x ) x′+ g (x ( t - f) ) = 0, ( 2)

文献 [1, 2 ]研究了系统 ( 2)解的有界性、稳定性、振动

性 . 当f= 0,e( t )为概周期函数时 ,系统 ( 1)成为

　　 x″+ f (x ) x′+ g (x ) = e ( t ) , ( 3)

文献 [3 ]运用指数二分法 ,文献 [4 ]结合运用非线性

临界理论和不动点方法研究了系统 ( 3)概周期解的

存在唯一性 . 本文研究时滞 f> 0,而函数 g( x ( t -

f) ) = kx ( t - f)的情形 ,即下述系统

　　 x″+ f (x ) x′+ kx ( t - f) = e ( t ) ( 4)

概周期解的存在性、唯一性与渐近稳定性 . 记

M = sup
t∈ R
|∫

t

0
e(s )ds|<+ ∞ ,从而 E ( t ) =∫

t

0
e (s ) ds

也是概周期函数 [5 ] .

　　假设 C ( [- f, 0] , R
n
)表示全体连续映射 [- f,

0]→ R
n
构成的 Banach空间 ,其范数定义为  h =

sup
θ∈ [-f, 0]

|h(θ)|,这个空间简记为 C. C中的开球 CH定

义为: CH= {h:h∈ C , h < H , H为正常数 } .对初始

函数h( t ) , t∈ [- f, 0 ],系统 ( 4)有唯一定义于 [- f,

+ ∞ )上的解 x ( t ) = x ( 0,h) ( t ) ,在 [- f, 0 ]上 x ( t )

= h( t ) ,在 [0, + ∞ )上满足系统 ( 4) .

　　为着证明的方便 ,我们先叙述下述定理

　　对泛函数微分方程

　　 x′= f ( t , xt ) , ( 5)

这里 xt = xt (θ) = x ( t+ θ) ,θ∈ [- f, 0 ].考虑 ( 5)的

乘积系统

　　 x′= f ( t , xt ) , y′= f ( t ,yt ) , ( 6)

自然假定 f ( t ,h)对h∈ CH关于 t是一致概周期的 ,

f ( t ,h)在 R× CH上连续 .

　　定理 A
[6 ]
　设对 t≥ 0,h,j∈ CH ,存在一个连续

的 Liapunov泛函 V ( t ,h,j) ,满足

　　 ( i)u ( h- j )≤ V ( t ,h,j)≤g( h- j ) ;

　　 ( ii )|V ( t ,h1 ,j1 ) - V ( t ,h2 ,j2 )|

　　　　≤ L ( h1 - h2 +  j1 - j2 ) ;

　　 ( iii) V′( 6) ( t ,h,j)≤ - TV ( t ,h,j) .

其中T,L为正常数 ,u (s ) ,g(s )为连续非减函数 ,当 S

→ 0时 u(s )→ 0.此时 ,若系统 ( 5)有一个有界解 x ( t ,

t0 ,h)使得  x ( t , t0 ,h) < H1 ( 0 < H1 < H ) ,则系统

( 5)在域 CH上存在唯一的完全一致渐近稳定的概周

期解 .

　　定理 1　设 f (x )连续且 f (x )≥ 2fk ,e( t )是概

周期函数 ,则系统 ( 4)存在唯一定义于 R上的完全一

致渐近稳定的概周期解 .
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　　证明　我们记 F (x ) =∫
x

0
f (u ) du. 首先证明在

假设条件下 ,系统 ( 4)存在有界解 . 为此 ,把系统 ( 4)

写成等价形式

　　
x′= y+ E ( t ) ,

y′= - d
dt
F (x ) - kx ( t - f) ,

( 7)

对任意h∈ C ,假设 ( x , y ) = (x ( t ) , y ( t ) )为系统 ( 7)

过 ( 0,h)的解 ,作 Liapunov泛函

　　V ( t ) = V ( t ,x , y )

= ( y+ F (x ) - k∫
t

t -f
x (s )ds ) 2+ kx

2

　 + k
2∫
0

-f∫
t

t+ s
x
2 (u ) duds, ( 8)

则当 t≥ 0时 ,注意到不等式

　　 2x ( t )∫
t

t-f
x (s ) ds≤∫

t

t-f
[x 2 ( t ) + x

2 (s ) ]ds = fx 2

+∫
t

t-f
x
2
(s ) ds ,

于是有

V′( 7) ( t ) = - 2kx (y + F( x ) - k∫
t

t-f
x (s ) ds ) +

2kx (y + E( t ) ) + k
2
fx

2
- k

2∫
0

-f
x
2
( t + s ) ds

= - 2kxF (x )+ k
2fx 2+ 2kxE ( t )+ 2k2x∫

t

t -f
x (s )ds -

k
2∫

t

t-f
x
2 (s ) ds≤ - 2kxF (x ) + 2k2fx 2+ 2kxE ( t )

= - 2k ( xF( x ) - kfx
2
- xE ( t ) ) ,

由 F (x )的定义以及 f (x )≥ 2kf知道只要 |x|适当

大 ,就有 F (x )
x

> kf+ M
x
,亦即 xF (x ) > kfx2+ Mx ,

因此当|x|适当大时 V′( t ) < 0.但另一方面 ,由 V ( t )

的定义知当 x→∞ 时 V ( t ) →∞以及当 y→∞时

V ( t ) → ∞ ,从而 (x , y )有界 ,即存在正常数 M 1使

|x ( t )|≤ M1 ,|y ( t )|≤ M 1 ( t∈ R ) .

　　其次 ,再把系统 ( 4)写成等价形式

　　
x′= y - F( x ) +∫

t

t-f
kx (s ) ds+ E ( t ) ,

y′= - kx ,

( 9)

考虑系统 ( 9)的乘积系统

　　

x′= y - F( x ) +∫
t

t-f
kx (s ) ds+ E ( t ) ,

y′= - kx ,

u′= g- F(u ) +∫
t

t-f
ku(s ) ds+ E( t ) ,

g′= - ku ,

( 10)

考虑 Liapunov泛函

　　W ( t ) = W ( t , x ,y ,u,v ) = k (x - u) 2 + (y -

v ) 2 +∫
0

-f∫
t

t+ s
k
2 [x (θ) - u(θ) ]2dθds,

易见 ,这样定义的 W ( t )满足定理 A的条件 ( i ) , ( ii ) ,

我们指出 ,条件 ( iii)也满足 ,这是因为

W′( 10) ( t ) = 2k (x - u) [ ( y - v ) - (F (x ) - F(u ) )+

∫
t

t-f
k (x (s ) - u (s) )ds ] - 2k (x - u) ( y - v ) + fk2 (x

- u) 2 - k
2∫

t

t -f
[x (s ) - u (s ) ]2ds= - 2k (x - u) [F (x )

- F (u ) ]+ fk
2
(x - u)

2
+ 2k

2
(x - u)∫

t

t-f
[x (s ) -

u (s) ]ds - k
2∫

t

t-f
[x (s) - u (s) ]ds≤

- 2k(
F (x ) - F(u )

x - u
) (x - u )

2
+ 2k

2
f(x - u)

2
,

由 F (x )的定义及 f ( x )≥ 2kf推知
F (x ) - F (u )

x - u
>

kf又注意到 W ( t )的定义 ,从而存在正常数 _ ,T使得

　　W′( 10) ( t )≤ - _ ( x - u) 2≤ - TW ( t ) ,

由定理 A,系统 ( 4)存在唯一的完全一致渐近稳定的

概周期解 .
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