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摘要　利用 CI-截的性质 ,得到有限群为可解群的若干充分条件 ,并讨论有关文献提出的猜想 .
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Abstract　 Some suf ficient conditions for a sovable finite g roup are gained by use of the CI-section

and i ts properties. The conjecture in relevant reference is discussed.
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　　 1959年 , Deskins
[1 ]
引入群 G的极大子群 M的正

规指数Z(G: M )的概念并证明: G可解当且仅当对 G

的任一极大子群 M ,都成立Z(G: M ) = |G: M|. 正规

指数近几年来获得了较为系统的研究 .李世荣、王燕

鸣在文献 [2]中定义了与正规指数密切相关的 CI-截

概念 (群 G的极大子群 M的 CI-截 Sec(M ) = M∩

N /K ,其中 N /K是 G的一个主因子 K≤ M而 N 

M ) ,由此获得一系列关于可解和c可解群的新刻画 ,

并进而提出猜想:当每个 Sec(M )超可解时 , G是可解

的 .本文讨论上述猜想 ,得到有限群为可解群或c可

解群的若干充分条件 .

　　本文考虑的群均为有限 ,未加说明的符号均是

标准的 .另外 ,如果 G是 1个群 ,c(G)表示 G之阶的素

因子集 ; M < G表示 M是 G的极大子群 , [K ]H表

示 G的正规子群 K与子群 H的半直积 ; MG表示

CoreG (M )即 M在 G中的核 .

1　定义及引理

　　定义 1
[2 ]设 G是群 ,我们定义

　　 ( 1) F = {M|M < G};

　　 ( 2) F
p
= {M|M∈ F ,M包含 G的一个 Sylow p-

子群的正规化子 };

　　 ( 3) Fop = ∪ p∈ c( G) F
p .

　　性质 1
[ 2]
设 G是群 ,则

　　 ( 1)若 N ≤ M≤ G,N 4 G, M < G,则 Sec(M )

 Sec (M /N ) ;

　　 ( 2)若 G是单群 , M < G,则 Sec (M ) = M .

　　引理 1
[5 ]
若单群 G与∑ 4 ( 4个文字上的对称群 )

无关 ,则 G是下列群之一:

　　 ( i) SZ ( 22m+ 1 ) ,m≥ 1;

　　 ( ii )P SL ( 2, 2
n
) ,n > 1;

　　 ( iii) PSU( 3, 2n ) , n > 1;

　　 ( iv ) J1和 Ree群 ;

　　 ( v )P SL ( 2, p
n
) , p

n
≡ 3或 5(mod8) .

2　主要结果及证明

　　 首先给出文献 [2]中猜想在一定条件下的一个

肯定回答 .

　　定理 1　若对群 G的每个极大子群 M , Sec(M )

超可解 ,其 Sylow 2-子群为交换群 ,则 G可解 .

　　 证明　设 G为极小阶反例 ,而 N是 G的一个极

小正规子群 .由性质 1( 1)知 G /N满足假设 ,由归纳

G /N可解 .若 G有 2个不同的极小正规子群 N 1和

N 2 ,则 G /N 1和 G /N 2均可解 ,故 G同构于 G /N 1×

G /N 2的 1个子群从而 G可解 ,矛盾 .从而可设 G有唯

一极小正规子群 N .假若 N不可解 ,则 N为非交换特

征单群 ,由 Thompson奇阶群可解的定理 , 2||N|.取

S∈ Syl2 ( N ) ,根据 Frat tini论断 ,G= NG ( S)N .易知

NG ( S) < G,从而存在 G的极大子群 M满足 M≥
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NG ( S) , G= MN .而由 N的唯一性可得 MG= 1,从而

Sec(M ) = M ∩ N ≥ NN ( S) .依假设 , M∩ N超可

解 , M∩ N有 Sylow塔 ,从而 M∩ N为 2-幂零群 .因

此 , NN ( S)作为 M∩ N的子群也是 2-幂零的 .另外 ,

依题设 S是交换群 ,故 CN ( Z ( S ) ) = CN ( S)≤ NN ( S)

也是 2-幂零的 ,据文献 [4]定理 10. 28, N为 2-幂零 ,

这与 N非可解矛盾 .

　　现在由 G /N和 N的可解性得 G可解 ,与 G是极

小阶反例矛盾 .所以极小反例不存在 . G为可解群 .

　　有例子表明: G的极大子群 M的 2阶子群均正

规 ,但 G不一定可解 .如 G= SL ( 2, 5) , G /Z A5 , G

只有唯一的一个 2阶元 .显然 G的每个极大子群 M的

2阶子群均正规 ,但 G= SL ( 2, 5)不可解 . 然而我们

却能证明下述结果 .

　　定理 2　若 G的每个极大子群 M ,其 Sec(M )的

Sylow 2-子群 S的 2阶子群均正规于 N Sec( M ) ( S ) ,则 G

可解 .

　　证明　设 G为极小阶反例 . N是 G的任意极小

正规子群 . G /N满足假设 ,由归纳 G /N可解 .从而 G

必有唯一极小正规子群 N .假若 N不可解 ,则 N为非

交换特征单群 ,从而 2||N|.令 S∈ Syl2 (N ) .根据

Frattini论断 , G= NG ( S)N .显然 N G( S ) < G,从而存

在 G的极大子群 M≥ NG ( S) ,G= MN .又因 MG =

1.从而 Sec(M ) = M ∩ N ≥ NN ( S)≥ S.易见 S∈

Syl2 ( Sec(M ) ) , 依题设 , S 的 2阶子群均正规于

N Sec( M ) (S ) .而 N Sec(M ) ( S)≤ NN ( S)≤ Sec(M ) ,所以

N Sec( M ) (S ) = N N ( S) .故 N的 Sylow 2-子群 S的每个

2阶子群均正规于 NN ( S) .

　　现在我们分下面几步来导出矛盾 .

　　 ( 1) N不包含任何具有 2n阶的核的 Frobenius群 .

　　若否 ,N有 1个 Frobenius群 F = [K ]H ,其中 K

为 F的 Frobenius核 ,且|K|= 2n .那么 Z ( F)≤ Z ( H )

和 K≤ S,此处 S∈ Sy l2 (N ) .设 N 1是含于 K的 F的

1个极小正规子群 ,则 N 1≤ K ,N 1是初等阿贝尔的 ,

依假设 N 1≤ Z ( S) .故 S≤ CN ( N 1 ) 4 NN (N 1 ) .根据

Frattini论断 ,我们有 NN (N 1 ) = CN (N 1 ) NK
1
( S) ,其

中 K 1 = NN (N 1 ) .现在 ,按假设和上一段的证明 , S的

每个 2阶子群在 N K
1
( S)中正规 ,从而 N 1的每个 2阶

子群在 K1中正规 ,故 N 1≤ Z ( K 1 ) .因为 F≤ K 1 ,从而

N 1≤ Z ( F ) ,N 1 = 1.矛盾 .因此 ( 1)成立 .

　　 ( 2)按 ( 1) ,我们看到 N与 A4 ( 4个文字上的交换

群 ) ,从而与∑ 4
( 4个文字上的对称群 )无关 .又 N是

特征单群 ,可设 N = N 1× N 2× … × N s ,其中 N 1 ,

N 2 ,… ,N s是彼此同构的非交换单群 , N i ( 1≤ i≤ s )

亦与∑ 4无关 . 依引理 1,N i 可能为下列群之一:

SZ ( 22m+ 1 ) , PSL ( 2, 2n ) ,P SU ( 3, 2n ) , J1 和 Ree 群 ,

PSL ( 2, pn ) ,pn≡ 3或 5( mod 8) .

　　 但是 ,另一方面 ,由文献 [6 ] , SZ (q) ,此处 q =

22m+ 1 ,包含一个具 q
2阶的 Frobenius核 ,从而 N i不是

SZ (q) . 类似地可证 N 不能是 PSL ( 2, 2n ) . 因为

PSL ( 2, pn ) (p是奇素数 )含有 A4 (文献 [7 ] ) ,N不同

构于 P SL ( 2, pn ) . 另外 , PSU ( 3, 2n ) 包含 PSL ( 2,

2n ) (文献 [6] ) ; J1包含 PSL ( 2, 5) 和 Ree群有子群

PSL ( 2, 3
2n+ 1

) (文献 [6 ] ) .这些事实表明 Ni也不能是

PSU( 3, 2
n
) ,J 1和 Ree群中的任何一个 .矛盾 .

　　故 N可解 ,G亦可解 .与 G是极小反例矛盾 .

　　推论 1　设 G是群 .若所有 M∈ F , Sec(M )都是

PN-群 ,则 G可解 .

　　推论 2　设 G是群 .若对任意 M∈ F, Sec(M )的

Sylow 2-子群皆循环 ,则 G可解 .

　　 证明　令 P∈ Syl2 ( Sec (M ) ) . H是 P的 2阶子

群 ,则 H char P 4 N Sec( M ) ( P ) .由定理 2立得结论 .

　　推论 3　设 G是群 .若对任意 M∈ F, Sec(M )的

Sylow 2-子群 P至多有一个对合 ,则 G可解 .

　　证明　由假设及文献 [3 ]定理 6. 1可知 , P是循

环群或广义四元素群 .从而 P只有唯一 1个 2阶子群

H ,显然 H4 N Sec( M ) ( P ) .由定理 2立得结论成立 .

　　 利用 Sec (M )的性质 ,我们也可以讨论群的c可

解性 .

　　 定理 3　 群 G为c可解当且仅当对每个 M ∈

F
op , Sec(M )为 c′群或 r-群 ,其中 r∈ c.

　　证明　充分性

　　 令 G是一个极小阶反例 , N是 G的极小正规子

群 .由性质 1( 1)易知 G /N满足假设 , G /N c可解 .不

失一般性 ,我们可以假设 N是 G的唯一极小正规子

群 .

　　如果 N是c′群 ,那么 G /N和 N均c-可解 ,从而

G为 c可解 ,与 G是反例矛盾。令c1 = {p|p∈ c,

p||N|} ,那么c1≠○ .任取 p∈ c1 ,设 P∈ Sylp (N ) ,

则 1 < NG (Z (J ( P) ) ) < G,故存在 M∈ F
op:

　　M≥ NG (Z (J ( P) ) )≥ NG (P ) = NG ( P1∩ N )≥

NG (P1 ) ,

其中 P1∈ Sylp (G) .应用 Frat tini论断 , G= NG (P )N

= MN ,又由 N 的唯一性可得 M G = 1, 依定义 ,

Sec(M ) = M ∩ N .

　　 由假设 ,M∩ N是c′群或 r-群 .若 M∩ N为c′

群 ,则 1 = |G /M|p = |N|p ,矛盾 .从而 M ∩ N是 1

个 r = p 群 . 特别 ,M ∩ N 幂零 , 从而其子群

NN (Z (J ( P) ) ) 幂 零 . 故当 p 为 奇 素数 时 , 由
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Glauberman ZJ定理推知 N为 p幂零 .矛盾 .因此 p =

2,c1 = { 2} ,当然 2 c′.

　　现在 2是|N|的素因子中唯一属于c的素因子 .

若 N为 2-群 , N已c可解 ,矛盾 .若 N不是 2-群 ,则

对|N|的任意奇素因子 q∈ c′,令 Q= Sylq ( N ) ,则 Q

= N∩ Q1 ,Q1∈ Sylq (G) .由上一段的证明知 , G有极

大子群 H , Sec( H ) = H∩ N .依假定 , H∩ N为c′群

或 r-群 .但 q||H∩ N|,所以 H∩ N只能是c′群 .特

别 , NN (Z (J (Q ) ) )作为 H∩ N的子群是奇阶群 ,当

然 2-闭 .应用 Petter的定理 [ 3]知 ,N亦 2-闭 .由 N的

极小性知 N为 2-群 .矛盾 .

　　必要性　因 Gc可解 , G的每个主因子必为 r-群

或c′群 . r∈ c.从而 Sec(M )作为主因子的子群亦为

r-群或c′群 .
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　　证明　必要性　若 X强光滑 ,显然 X光滑 .下证

X是 LN US对于任意的 x∈ S , {x*n } S
* ,若 x

*
n (x )

→ 1,对此 x ,存在 x
* ∈ S

* ,使得 x
* (x ) = 1,故由 X

是强光滑的定义知 x
*
n → x

*
,从而 {x

*
n }是相对列紧 .

结合引理 2即得 X是 LN US.

　　 充分性 　 设 x ∈ S , {x*n } , { y*n } S
* ,且有

x
*
n ( x )→ 1, y*n (x )→ 1,因 X是局部接近一致光滑 ,故

存在子列 {x*n
k
} { x*n } , {y*n

k
} { y*n } ,使得 x

*
n

k
→ x

*
0

∈ B
*
, y

*
n

k → y
*
0 ∈ B

*
,即有: x

*
n

k ( x ) → x
*
0 ( x ) = 1;

y
*
n

k (x )→ y
*
0 (x ) = 1,又因为 X是光滑的 ,故有: x

*
0 =

y
*
0 (x点处的支撑泛函唯一 ) .从而 x

*
n

k
- y

*
n

k
→ 0,且必

有 x
*
n - y

*
n → 0. (事实上 ,如若不然则存在 { x

*
n

j } 

{x
*
n } ; { y

*
nj } { y

*
n } ,及X0 > 0,使得 x

*
nj - y

*
n j ≥X0 ,

因 x
*
n

j
( x )→ 1, y*n

j
→ 1,且 X是 LNUS,故存在 {x*n

kl
} 

{x*n
j
} , { y*n

kl
} { y*n

j
} ,使得 x

*
n

j l
- y

*
n

j l
→ 0,这就与 x

*
n

j

- y
*
n

j ≥X0 ,矛盾 . )从而 X是强光滑的 .

　　推论 3　 Banach空间 X是很光滑的当且仅当 X

是接近很光滑 ( NV S)且光滑 .

　　推论 4　若 Banach空间 X具有 H
*
性质 ,则 X光

滑当且仅当 X强光滑 .

　　推论 5　若 Banach空间 X自反 ,则 X强光滑当

且仅当 X具有 H
*
性质且光滑 .

　　证明　若 Banach空间 X自反 ,则 X是 LN US的

当且仅当 X具有 H* 性质 (见文献 [5] ) .结合定理 4即

可得证 .
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