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摘要　创立下列几个新的本构关系: 弹塑性应变理论、热弹塑性应变理论、弹粘塑性应变理论、热弹粘塑性应变

理论。 这些本构关系避开了屈服曲面、加载曲面、强化准则及流动法则 ,避免了经典本构关系带来的巨大困难及

缺陷 ,突破了传统的经典本构关系。
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Abstract　 New constitutiv e relations including theo ry of elasto-plastic st rain, theo ry of thermal

elasto-plastic st rain, theory of elasto-viscoplastic strain, theory of therm al elasto-viscoplastic

strain are presented. These consti tutiv e relations avoid the yield surface, loading surface and

flow rule, and break th rough traditional consti tutiv e relations.
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　　结构非线性包括几何非线性、材料非线性及双重

非线性。结构非线性分析是结构设计中的一个非常重

要问题 ,它与结构工程的经济及安全有密切关系。特

别对大跨度桥梁结构、高层与超高层建筑结构、大跨

度大空间建筑结构及高拱坝的设计 ,必须进行双重非

线性分析才能保证它们的经济合理及安全可靠 ,否

则 ,不仅会造成浪费 ,而且还会带来灾难。 因此 ,结构

非线性分析已成为结构设计及施工不可缺少的一个

重要内容。

　　目前 ,国内外对结构非线性分析几乎都采用几何

非线性理论、流动法则理论及有限元法建立的方法。

流动法则理论是一个传统的经典本构关系 ,依赖于流

动法则 ,而流动法则又依赖于屈服曲面、强化准则及

加载曲面。在复杂应力状态中 ,屈服曲面及加载曲面

是否存在 ,现在还没有实验证实 ,只得理想化 ,同时流

动法则会导致复杂的非线性应力应变关系。因此 ,传

统的经典本构关系 ,不仅计算非常复杂 ,而且也难保

逼真度 ,为结构非线性分析带来了巨大困难及缺陷。

针对上述存在的问题 ,作者创立了下列新的本构关

系: (Ⅰ )弹塑性应变理论 ; (Ⅱ )热弹塑性应变理论 ;

(Ⅲ )弹粘塑性应变理论 ; (Ⅳ )热弹粘塑性应变理论。

这些本构关系避开了屈服曲面、加载曲面、强化准则

及流动法则 ,避免了经典本构关系带来的巨大困难及

缺陷 ,突破了传统的经典本构关系。本文简介新的本

构关系。

1　弹塑性应变理论

1. 1　单向应力状态

　　图 1是一个单向拉伸状态的应力应变曲线 , 其

中 A点为材料的屈服极限。材料在拉伸作用下应力应

变关系沿曲线 OAB到达 B点后 ,如果卸载应力应变

关系沿直线 BD下降 ,且 BD / /OA。由此可知 ,当应力

e超过屈服极限应力es时 ,材料的总应变为

　　X= Xe + Xp , ( 1)

式中X
e
及X

p
分别为弹性应变及塑性应变 ,而应力可写

成下列形式:

　　e= es + H′X
p
,　　e≥ es , ( 2)

式中 H′为材料的强化系数 ,即
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　　 H′= de/dX
p
, ( 3)

当重新从 D点开始加载时 ,应力应变关系沿曲线

DBC变化。不论加载曲线沿 OABC还是沿 DBC ,在 B

点的应力都是 e,因此可以按路径 DB来确定 B点的

应力状态。因为在 DB段中的变形处于弹性状态 ,因

此e= EXe。故由式 ( 1)可得:

　　Xp = X- e/E , ( 4)

将 ( 2)式代入 ( 4)式可得:

　　X
p

=
k

1+ kE
( EX- es ) , ( 5)

式中 k = 1 /H′,es = EX
s
, ( 6)

其中X
s
为屈服极限应变。由上述可得:

　　Xp = kE
1+ kE

(X- Xs ) , ( 7)

这是塑性应变与总应变的新关系 (图 2)。如果采用增

量形式 ,则由上式可得:

　　 dX
p

=
kE

1+ kE
(dX+ dX

s
) , ( 8)

式中 dX、 dX
p
及 dX

s
分别为总应变增量、塑性应变增量

图 1　应力应变关系

Fig . 1　 Str ess-strain rela tion

图 2　Xp - X关系

Fig. 2　Xp - Xrelation

及屈服应变增量 ,其中 dXs可能为 0,也可能不为 0,根

据具体情况确定。

1. 2　简单加载状态

　　如果设 1、 2及 3为空间应力问题的主应变方向 ,

则可以证明 ,在简单加载情况下 ,主方向的塑性应变

分量为

　　X
p
i =

kiEi

1+ ki Ei
(Xi - X

s
i ) , i = 1, 2, 3, ( 10)

式中 Ei为 i方向的弹性模量 ,Xs
i 为 i方向的屈服极限

应变 ,Xi = Xe
i + Xp

i ,ki = 1 /Hi
′,其中 Hi

′为 i方向的强

化系数 ,即 Hi
′= dei /dXp

i。

　　 任意方向的塑性应变分量可以通过坐标变换获

得:

　　

X
p
x = l

2
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Xp
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3 ,

( 11)

式中 li、mi及 ni分别为 xi与主应力方向 1、 2及 3之间

的夹角余弦 ,xi = x , y , z。

　　 如果固体为各向同性体 ,则将式 ( 10)代入式

( 11)可得:

　　Xp =
kE

1+ kE
(X- Xs ) , ( 12)

式中

　　X= [Xx　Xy　Xz　Vx y　Vyz　Vzx ]
T

,

　　X
p

= [X
p
x　X

p
y　X

p
z　V
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yz　V
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T
,
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T
,

其中
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( 13)

如果固体为各向异性体 ,则

　　Xp = [kB ] (Xe - Xs ) , ( 14)

式中　 [kB ] = [A1 ] [kE ] [A2 ], ( 15)

　　 [kE ] = diag (k1E1 ,k2 E2 ,k3E3 ,k12G12 ,k23G23 ,

k31G31 ) , ( 16)

　　Xe = X- Xp , ( 17)

　　X= [Xx　Xy　Xz　Vx y　Vyz　Vzx ]
T

,
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2
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, ( 19)

将 ( 17)式代入 ( 14)式可得:

　　Xp = ( I+ [kB ] ) - 1 [kB ] (X- Xs ) , ( 20)

式中 Ⅰ 为单位矩阵。由上式可简化为

　　X
p

= ( 1+ kB )
- 1

[kB ] (X- X
s
) , ( 21)

式中 　 [kB ] = diag (kx Ex ,kyEy , kz Ez ,kx yGx y ,kyzGyz ,

kzx Gzx ) ,

[1+ kB ]- 1 = diag (
1

1+ kx Ex
,

1
1+ ky Ey

,… ,

1
1+ kzx Gzx

) , ( 22)

其中 kx Ex ,… ,kzx Gzx可以由下列公式确定:

　　 {kB } = [A1 ] {kE } , ( 23)

式中

　　 {kB } = [kx Ex　 kE　… 　 kzx Gzx ] ,

　　 {kE} = [k 1E1　 k2E2　…　 k31G31 ]
T
. ( 24)

　　如果采用e= DX
e
,则

　　Xp = [kD ] (Xe - Xs ) , ( 25)

式中 D为弹性矩阵 ,而

　　 [kD ] = [A1 ]kD [A2 ], ( 26)

　　k = diag (k1 ,k2 ,k3 ,k 12 ,k23 ,k31 ) ,

　　e= [ex　ey　ez　fxy　fyz　fz x ]
T

, ( 27)

将 ( 17)式代入 ( 25)式可得:

　　Xp = ( I+ [kD ] ) - 1 [kD ] (X- Xs ) , ( 28)

由上式可简化为

　　X
p

= ( I+ k
*
D )

- 1
[k

*
D ] (X- X

s
) , ( 29)

式中 k
*
D = [A1 ]kD　或 ( 30)

k
* = diag (kx , ky , kz ,kxy ,kyz ,kzx ) . ( 31)

　　 由上述可知 , ( 10)、 ( 12)、 ( 20)、 ( 21)、 ( 28)及

( 29)式分别代表塑性应变向量与总应变向量之间的

新关系。这种新关系称为弹塑性应变理论。
1. 3　复杂加载状态

　　如果结构处于复杂加载状态 ,则由上述可得:

　　 dXp = [kB ] ( dXe - dXs ) , ( 32)

式中 dX、 dXe、 dXp及 dXs分别为总应变向量、弹性应变

向量、塑性应变向量及屈服应变向量的增量。因为 dX

= dXe + dXp ,因此由上式可得:

　　 dX
p

= ( I+ [kB ] )
- 1

[kB ] ( dX- dX
s
) ( 33)

或　 dXp = ( 1+ kB ) - 1 [kB ] ( dX- dXs ) , ( 34)

如果采用 de= DdXe ,则可得:

　　 dXp = ( I+ [kD ]) - 1 [kD ] ( dX- dXs ) ( 35)

或　 dXp = ( I+ k
*
D ) - 1

k
*
D ( dX- dXs ) , ( 36)

式中 dX
s
是否为零 ,根据具体情况确定。

　　由上述可知 , ( 33) ～ ( 36)式代表塑性应变向量

增量与总应变向量增量的新关系。这种关系称为弹塑
性应变增量理论。

1. 4　应力应变关系

　　如果结构处于弹塑性状态 ,则应力与应变有下

列关系:

　　e= DX- e0 , ( 37)

式中e0 = DXp . ( 38)

　　如果采用增量形式 ,则由 ( 37)式可得

　　 de= DdX- de0 , ( 39)

式中 de0 = DdXp , ( 40)

其中 D为弹性矩阵 ,X
p
及 dX

p
由上述弹塑性应变理论

的表达式确定。

2　热弹塑性应变理论

　　热弹塑性分析在工程中应用很广。实验证明:材

料的弹性模量、泊松比、热胀系数以及屈服应力等一
般与温度有关 ,但某些材料 ,当温度在一定范围内变

化时 ,上述物理量的改变并不显著 ,可以近似地看作

与温度无关。本节介绍作者提出的热弹塑性本构关

系。
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2. 1　材料性质与温度无关的本构关系

　　对于结构工程 ,如果采用弹塑性模型 ,则总应变

向量为

　　X= Xe + Xp + XT , ( 41)

式中Xe、Xp及XT分别为结构的弹性应变向量、塑性应

变向量及温度应变向量。由上述可得:

　　e= DX- e0 - eT , ( 42)

式中e0为塑性变形引起的应力向量 ,eT为温度变化

引起的应力向量 ,即

　　e0 = DX
p
,eT = DXT , ( 43)

其中XT = TT , ( 44)

式中 T为温度变化 ,T为热胀系数向量。

　　如果采用弹塑性应变理论 ,则

　　Xp = [kB ] (Xe - Xs )

或　Xp = [kD ] (Xe - Xs ) , ( 45)

因为X
e

= X- X
p

- XT ,因此由 ( 45)式可得:

　　Xp = ( I+ [kB ] )- 1 [kB ] (X- XT - Xs )

或　X
p

= ( I+ [kD ] )
- 1

[kD ] (X- XT - X
s
) , ( 46)

由上式可简化为

　　Xp = [1+ kB ]- 1 [kB ] (X- XT - Xs )

或　X
p

= ( I + k
*
D )

- 1
k

*
D (X- XT - X

s
) . ( 47)

　　由上述可知 , ( 46)及 ( 47)式代表热塑性应变向

量与总应变向量及温度应变向量的新关系 ,这种关系

称为热弹塑性应变理论。
　　如果采用增量形式 ,则

　　 dX= dXe + dXp + dXT ,

　　 de= D ( dX- de0 - deT ) , ( 48)

式中 de0 = DdX
p
, deT = DdXT , dXT = TdT , ( 49)

其中 de、 dX及 dT分别为应力向量、应变向量及温度
的增量。由 ( 46)及 ( 47)式可得:

　　 dXp = ( I+ [kB ] ) - 1 [kB ] ( dX- dXT - dXs )

或　 dXp = ( I+ [kD ] )- 1 [kD ] ( dX- dXT - dXs ) ,

( 50)

由上式可简化为

　　 dXp = [1+ kB ]- 1 [kB ] (dX- dXT - dXs )

或　 dX
p

= ( I+ k
*
D)

- 1
k

*
D (dX- dXT - dX

s
) .

( 51)

　　由上述可知 , ( 50)及 ( 51)式代表热塑性应变向

量增量与总应变向量增量及温度应变向量增量的新

关系 ,这种关系称为热弹塑性应变增量理论。
2. 2　材料性质与温度有关的本构关系

　　 如果材料性质与温度有关 ,则弹性模量、泊松
比、热胀系数都是温度 T的函数 ,并且屈服应力也与

温度有关。如果采用弹塑性模型 ,则

　　 dX= dXe + dXp + TdT , ( 52)

因为e= DXe ,因此Xe = D
- 1e。故

　　 dXe =  D
- 1

 T
edT + D

- 1de, ( 53)

将 ( 53)式代入 ( 52)式可得

　　 de= D (dX- dXp ) - cdT , ( 54)

式中 c= D (T+  D
- 1

 T
e) , ( 55)

dXp由 ( 50)或 ( 51)式确定。

图 3　弹粘塑性模型

Fig. 3　 Elasto-viscoplastic model

3　弹粘塑性应变理论

　　弹粘塑性模型由弹性元件 e、粘性元件 v及塑性

元件 p混联构成。因为这种模型能较好地反映材料的
力学特性 ,因此在塑性力学中应用很广。但传统的弹

粘塑性理论对结构分析很困难 ,本文避开传统的弹粘

塑性理论 ,创立了弹粘塑性应变理论。

3. 1　单向应力状态

　　图 3是一个一维的弹粘塑性模型。弹性元件 e代

表弹性性质 ,粘性元件 v代表粘性性质 ,塑性元件 p

代表塑性性质。由图 3可得:

　　X= X
e
+ X

vp
, ( 56)

　　e= EX
e
, ( 57)

　　e= ev + ep , ( 58)

式中 e、ev及ep分别为弹性元件、粘性元件及塑性元

件的应力 ,X、Xe及Xv p分别为总应变、弹性应变及粘塑

性应变。因为塑性元件代表塑性性质 ,因此当 ep < es

时 ,塑性元件不会发生变形 ;当e
p
≥ es时 ,塑性元件

发生变形。对于强化材料 ,如果e
p
≥ es ,则塑性元件中

的应力可写成下列形式:

　　ep = es + H′Xvp . ( 59)

　　因为粘性元件代表粘性性质 ,因此粘性元件的

应力可写成下列形式:

　　e
v

= ZX 
vp

, ( 60)

式中Z为粘性系数 ,X vp应变率。将 ( 59)及 ( 60)式代入

( 58)式可得

　　e= es + H′X
v p

+ ZX 
vp

, ( 61)

将 ( 57)式代入上式可得

　　Xvp = kE (Xe - Xs ) - kZX vp , ( 62)

将 ( 56)式代入上式可得
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　　X
vp

=
kE

1+ kE
(X- X

s
) -

kZ
1+ kZX 

vp
, ( 63)

它的增量形式为:

　　 dXvp =
kE

1+ kE
( dX- dXs ) -

kZ
1+ kZ

dX vp , ( 64)

如果设 dX vp = UX vp = UX v pΔt /Δt = UdXvp /Δt , ( 65)

则将 ( 65)式代入 ( 64)式可得

　　 dXvp =
kE

( 1+ kE ) + UkZ/Δt
( dX- dXs ) , ( 66)

这是粘塑性应变增量与总应变增量的新关系。式中

dX、 dX
vp
及 dX

s
分别为总应变、粘塑性应变及屈服应变

的增量 ,U是一个参数 ,可在 0≤ U < 0. 2范围内根据

具体情况选定。

3. 2　复杂应力状态

　　如果结构处于复杂应力状态 ,则

　　 dXvp = [kB ] ( dXe - dXs ) - [ka]dX vp , ( 67)

式中 [kB ] = [A1 ] [kE ] [A2 ] , [ka] = [A1 ] [kZ] [A2 ] ,

( 68)

　　 [kZ] = diag (k 1Z,k2Z,k3Z,k12Z,k23Z, k31Z) , ( 69)

其余记号见 ( 16)～ ( 19)式。将 dX
e
= dX- dX

vp
代入式

( 67)可得

　　 dX
vp

= ( I+ [kA ] )
- 1

[kB ] ( dX- dX
s
) , ( 70)

式中　 [kA ] = [kB ]+ U[ka] /Δt , ( 71)

　　 dX= [dXx　 dXy　 dXz　 dVxy　 dVyz　 dVzx ]
T
,

如果采用 de= DdXe ,则可得:

　　 dX
vp

= ( I+ [kC ] )
- 1

[kD ] (dX- dX
s
) , ( 72)

式中　 [kC ] = [kD ]+ U[ka] /Δt ,

( 70)及 ( 72)式可简化为

　　 dXvp = [1+ kA ]- 1 [kB ] ( dX- dXs ) , ( 73)

　　 dXvp = ( I+ k
*
C ) - 1

k
*
D ( dX- dXs ) , ( 74)

式中 [1+ kA ]- 1diag (
1

1+ kx Ax
,

1
1+ kyAy

,… ,

1
1+ kzx Azx

) ;

　　C = D+ IUZ/Δt ;

　　Ax = Ex + UZ/Δt ,… , Azx = Ezx + UZ/Δt , ( 75)

其中 kx Ax ,… ,kzx Azx可由下列公式确定:

　　 {kA } = [A1 ] ( {kE} + {kZ} ) , ( 76)

式中

　　 {kB } = [kx Ex　 kyEy　…　 kzx Gzx ]
T

,

　　 {kE} = [k 1E1　 k2E2　…　 k31G31 ]T , ( 77)

　　 {kZ} = [k1Z　 k2Z　… 　 k31Z]T ,

　　由上述可知 , ( 70)、 ( 72) ～ ( 74)式代表粘塑性

应变向量增量与总应变向量增量的新关系。这种关系

称为弹粘塑性应变增量理论。
3. 3　应力应变关系

　　如果结构处于弹粘塑性状态 ,则应力与应变有

下列关系:

　　 de= DdX- de0 , ( 78)

式中 de0 = DdX
vp

. ( 79)

4　热弹粘塑性应变理论

　　如果结构处于复杂应力状态 ,则

　　 dXvp = ( I+ [kA ] ) - 1 [kB ] (dX- dXT - dXs )

或　 dX
vp

= ( I+ [kC ] )
- 1

[kD ] ( dX- dXT - dX
s
) ,

( 80)

上式可简化为

　　 dX
vp

= ( 1+ kA )
- 1

[kB ] (dX- dXT - dX
s
)

或　 dXvp = ( I+ k
*
C )- 1

k
*
D ( dX- dXT - dXs ) .

( 81)

　　由上述可知 , ( 80)及 ( 81)式代表热粘塑性应变

向量增量与总应变向量增量及温度应变向量增量的

新关系。这种关系称为热弹粘塑性应变增量理论。

　　如果结构处于热弹粘塑性状态 ,则

　　 de= D (dX- dXvp ) - cdT , ( 82)

其中 c由 ( 55)式确定。如果材料性质与温度无关 ,则 c

= DT。

5　结论

　　目前 ,国内外流行的本构关系是流动法则理论 ,

它依赖于屈服曲面、加载曲面及流动法则 ,是一个经

典本构关系。 本文作者创立的新本构关系 ,避开了屈

服曲面、加载曲面及流动法则 ,避免了经典本构关系

带来的巨大困难及缺陷 ,突破了传统的经典本构关

系。
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