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Spline Element-free Method for Analysis of Floating

Plates on Vrasov Foundation
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( Colleg e of Civi l Engi. and Architecture, Guangxi Univ. , Xixiang tanglu, Nanning , Guangxi , 530004, China)

摘要　将样条无单元法应用于筏基中 ,建立按厚板分析筏基的计算格式 ,考虑筏板与符拉索夫地基的相互作用 ,

编制相应的计算程序 ,并给出了算例。利用样条无单元法分析筏基 ,不仅计算简便 ,精度高 ,而且未知量的数目很

少。
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Abstract　 A spline element-free method is developed fo r analysis of f loa ting plates on V rasov

founda tion. The shea r deformation of the plate is considered in the analy sis. The calculating

pro cess is giv en. The resul ts of the numerical ex ample meet wi th the demand of engineering,

and show tha t the method discussed is simple and accura te.

Key words　 Vrasov foundation, f loating plates, spline element-free method

　　有限单元法虽然已成为工程结构分析的有力工

具 ,但其计算结果不是应力、应变不连续 ,就是难以进

行结构的开裂计算 ,再者 ,其前处理也比较困难。样条

无单元法是用样条函数和正交函数的乘积作为位移

函数 ,通过变分原理导出结构的刚度矩阵 ,建立以待

定系数为未知量的线性代数方程 ,求出结构的位移 ,

从而求出结构的内力等物理量的方法。这种方法 ,不

需划分单元或网格 ,故称无单元法 (或无网格法 )。在

有限元法中 ,未知量的数目与所划分的单元数有关 ;

而样条无单元法的未知量数目只与样条结点有关 ,样

条结点可自行确定 ,一般很少即可满足精度要求 ,故

未知量很少 ,同时 ,由于样条函数的紧凑性 ,所形成的

刚度矩阵的半带宽很小 ,例如 ,当采用三次样条函数

时 ,刚度矩阵的半带宽只为 4。本文将样条无单元法

应用于符拉索夫地基上筏基的分析 ,能够克服有限元

法的上述缺陷。样条无单元法采用分段光滑的函数来

近似场函数 ,它既保留了有限单元法的一些特点 ,又

摆脱了有限单元法的限制 ,是一种十分有效的方法。

1　符拉索夫地基的基本方程

　　图 1所示一厚度为 H ,置于不可压缩下卧层上

的弹性地基。假设在竖向外力 P的作用下 ,其中任何

一点只有竖向位移 w ,而 x、 y方向无线位移 ,亦即:

图 1　弹性地基

Fig. 1　 Elastic founda tion

　　u (x , y , z ) = 0,v (x , y , z ) = 0, w (x , y , z ) = (x ,

y )J(z ) , ( 1)

其中 J(z )是表示竖向位移沿深度衰减规律的函数 ,

称为竖向位移分布函数 ,当地基压缩层足够大时 ,可

取:

J(z ) =
shV( H - z )

shVH
, ( 2)

则平衡方程可表示为:

2t5
2
w 1 - Kw1 + P1 = 0, ( 3)
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其中　 P1 = P ( x , y )J( 0) ; K是与地基压缩变形有

关的参数 ; t是与地基剪切变形有关的参数 ; 5 2是拉

普拉斯算子。

　　　K =
E0

1 - _ 2
0∫

H

0
h/2 (z ) dz ,

　　　 t =
E0

4( 1+ _ 0 )∫
H

0
h

2
(z ) dz .

　　由式 ( 3)可以看出 ,符拉索夫地基模型比文克尔

地基模型多出 2t5
2
w 1一项 ,这一项考虑了剪应力对

弹性地基变形状态的影响。参数 K、 t决定了符拉索夫
地基的工作性质 ,所以符拉索夫地基通常又称为双参

数地基。

2　筏板的基本方程

　　如果筏板是一个小变形的均质等厚的各向正交
异性弹性厚板 ,则它的本构方程为:

　　

{N } = [R ] {X} + {Γ} ,

{M } = [D ] {x } + { T } ,

{Q } = [C ] { y } ,

( 4)

其中　 {N } = [N x N y N xy ]T , {M } = [Mx My Mxy ]T ,

{Q} = [Qx Qy ]T , {X} = [Xx Xy Xx y ]T , { x } = [xx xy ,

xx y ]
T
, {V} = [Vx Vy ]

T
,

　　　 [R ] =

Rx R1 0

R1 Ry 0

0 0 Rxy

,

　　　 [D ] =

Dx D1 0

D1 Dy 0

0 0 Dx y

,

　　　 [C ] = diag (C11 ,C22 ) .

其中 C11及 C22为剪切模量 ,即:

　　C11 = hb44 /Kf,C22 = hb33 /Kf,

　　Kf=
1
h

2∫
h /2

- h /2
f (z )zdz ,

其中 f (z )为横向剪切变形沿板厚度的变化规律。

　　 {Γ} = [
R1

2R*
1
qz　

R1

2R*
1
qz　 0] ,

　　 {T } = [
D1

2C
*
1
qz　

D1

2C
*
1
q　 0] ,

其中　C
*
1 = A1h /Ke,C*

2 = A2h /Ke, R*
1 = A1h /K*

e ,

R
*
2 = A2h /K*

e , A1 = _ yx Ez /2(_ z x + _ zy_ yz ) , A2 =

_ x yEz /2(_ zy + _ zx_ x y ) , Ke =
12
h

2∫
h /2

- h /2
B (z ) dz ,K

*
e =

1
h∫

h /2

- h /2
B (z )dz ,

其中　h为板厚 ,_ ij为泊板比 ,Ez为 z方向的弹性模

量 ,B (z )为挤压变形沿板厚度的变化规律 ,Mx、My及

Mxy为厚板的弯矩和扭矩 , Qx及 Qy为横向剪力 , N x、

N y及 N x y为板中面的薄膜内力 ,厚板的几何方程:

　　

xx = - LJx /Lx ,x y = - LJy /Ly ,

xx y = -
1
2
(LJx /Ly+ LJy /Lx ) ,

Vx = Lw /Lx - Jx ,

Vy = Lw /Ly - Jy ,

Xx =
Lu
Lx

,Xy =
Lv
Ly

,Xx y =
Lw
Ly

+
Lw
Lx

,

( 5)

其中　u、v及 w为厚板的位移分量 ,Jx及Jy为变形

前垂直于厚板中面的直线在变形后的转角。

3　浮筏基础厚板样条无单元法分析

3. 1　筏板离散化及位移函数的选取

　　 对弹性地基上的筏板在区间 [0,a ]内进行单样

条离散化见 (图 2) ,将区间 [0,a ]分为 N等分。0 < x 0

< x1 < x 2… < x N = a, xi = x 0 + ih ,h = xi+ 1 - xi

= a /N ,

图 2　地基的样条离散化

Fig. 2　 Spline disc retiza tion o f foundation

则它的位移函数可取为:

u = ∑
V

j= 1
∑
n+ 1

i= - 1

ui jH(x ) X j (y ) = [X ] [H] {u} ,

v = ∑
V

j= 1
∑
n+ 1

i= - 1

vijH( x )Yj (y ) = [Y ] [H] {v } ,

w = ∑
V

j= 1
∑
n+ 1

i= - 1

wi jHi (x ) X j ( y ) = [Z ] [H] {w } ,

Jx = ∑
V

j= 1
∑
n+ 1

i= - 1

uijHi (x )Θj ( y ) = [Θ] [H] {Jx } ,

Jy = ∑
V

j= 1
∑
n+ 1

i= - 1

Jyi jHi (x ) Hj ( y ) = [H ] [H] {Jy } ,

其中 　 [H] = [H- 1　H0　H1　…　Hn+ 1 ];Hi (x )为

一组三次 B样条函数组成的基函数 ,具体形式参见文

献 [1 ]; [X ] = [X 1　X 2　…　X r ] , [Y ]、 [Z ]、 [Θ]、

[H ]以此类推 ; xm、 Ym、 Zm、Θm、 Hm为满足边界条件的

正交函数 ,本文取梁的振型函数 ;  为矩阵的直接乘

积运算符。

3. 2　筏板的总势能泛函

　　工程中 ,筏板常采用厚板 ,则图 2所示筏板的总

势能泛函可表示为:

　　∏ = 1
2∫

a

0∫
b

0
(XT [R ]X+ x

T [D ]x + VT [C ]V+
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X
T
Γ+ x

T
T ) dxdy +

1
2∫

a

0∫
b

0
wp dxdy +

1
2∫

b

0
(w [0,

y ]Qx= 0 + w [a , y ]Qx= 0 ) dy + 1
2∫

a

0
w [x , 0 ]Qy= 0 +

w [x ,b ]Qy= b ) dx + 1
2
( wA RA + wBRB + wcRc +

wDRd ) -∫
a

0∫
b

0
U

T
qdxdy. ( 6)

　　在 ( 6)式的各项中:第 1项是筏板的应变能 ;第 2

项至第 5项是地基的应变能 , 其中: p = kw -

2t5 2
w , Qx= 0、Qx= a、Qy= 0和 Qy= b分别是地基作用在板

的 x = 0,x = a ,y = 0, y = b边界上单位长度上的反

力 ,它们可表示为:

Qx= 0 = 2t (Tw -
Lw
Lx

-
1
2T

L2
w

Ly
2 ) x= 0 ,

Qx= a = 2t (Tw -
Lw
Lx

-
1
2T

L2
w

Ly
2 )x= a

Qy= 0 = 2t (Tw -
Lw
Ly

-
1
2T

L2
w

Lx
2 ) y= 0 ,

Qy= b = 2t (Tw -
Lw
Ly

-
1
2T

L
2
w

Lx
2 ) y= b ;

( 7)

RA、 RB、 RC、RD分别是地基作用在筏板的 A、B、C、D 4

个角点上的反力 ,这些反力可用下式表示:

　　

RA = -
1
2
wA ,

RB = - 1
2
wB ,

RC = -
1
2
wC ,

RD = -
1
2
wA ,

( 8)

第 6项为广义横向分布外力 q的势能 ,其中:

　　U = [u　 v　w　Hx　Jy ]
T
,

　　q = [qx　qy　qz　mx　my ]T . ( 9)

　　将 ( 7) ～ ( 9)式代入 ( 6)式可得:

∏ =
1
2∫

b

0∫
a

0
( {W}

T
[A ]

T
[R ] [A ] {W} +

{W}T [B ]T [D ] [B ] {W} + {W}T [H ]T [C ] [H ] {W} +

{W}T [A ]TΓ+ {W}T [B ]TΓ) dxdy+
1
2∫

b

0∫
a

0
{w }T  

( ( [Z ]
T
 [H]

T
) (K [Z ] [H] ) - 2t ( [Z ]

T
 [H″]+

[Z″]  [H] ) ) {w} dx dy +
1
2∫

b

0
2t {w } ( ( [Z ]

T
 

[H( 0) ]T ) (a [Z ]  [H( 0) ] - ( [Z ]  [H′( 0) ] -

1
2T

[Z″]  [H( 0) ]T ) ) ) {w } dy +
1
2∫

b

0
2t {w }T ( ( [Z ]T

 [H( 0) ]T ) (a [Z ] [H(a ) ]+ ( [Z ] [H′(a ) ] -

1
2T

[Z″] [H(a ) ] ) ) ) {w } dy+
1
2∫

a

0
2t {w }T ( ( [Z ( 0) ]T

 [H]T ) (a [Z ( 0) ]  [H] - ( [Z′( 0) ]  [H] -

1
2T[Z ( 0) ]  [H″] ) ) ) {w } dx +

1
2∫

a

0
2t {w }

T
( ( Z (b) ]

T

 [H]T ) (T[Z (b ) ]  [H] + [Z′(b) ]  [H] -

1
2T

[Z (b) ] [H″] ) ) ) {w } dx -
t
4
{w }T ( ( [Z ( 0) ]T  

[H( 0) ]T ) ( [Z ( 0) ]  [H( 0) ] ) - ( [Z (b) ]T  
[H( 0) ]T ) ( [Z (b ) ]  [H( 0) ] ) + ( [Z ( 0) ]T  
[H(a) ]T ) ( [Z ] (a ) ]  [H(a) ] ) + ( [Z (b) ]T  

[H(a) ]
T
) (Z (b) ] H(a ) ] ) ) {w } -∫

b

0∫
a

0
[N ]

T
qdxdy ,

( 10)

其中　 [N ]
T
= [N 1　 N 2　…　N r ]

T
,

　　　 [A ]T = [A1　 A2　… 　 Ar ]T ,

　　　 [B ]T = [B1　B 2　… 　Br ]T ,

　　 [N ]Tm = [XmHi　 YmHi　 ZmHi　ΘHi　 HmHi ]T ,

{ 1≤ m ≤ r , - 1≤ i≤ N + 1} ,

　　 [A ]
T
m =

XmH′
i 0 0 0 0

0 Ym
′
Hi 0 0 0

Xm
′Hi YmHi

′ 0 0 0

, { 1≤ m≤ r ,

- 1≤ i≤ N + 1} ,

　　 [B ]Tm =

0 0 0 - ΘmH
′
i 0

0 0 0 0 - H
′
mHi

0 0 0 X′mHi - HmH
′
i

,

{ 1≤ mr , - 1≤ i≤ N + 1} ,

　　在上式各式中 ,不仅计入了横向剪切变形 (Vx ,

Vy )的影响 ,而且也考虑了挤压变形的影响 (Γ, p ) ;不

仅考虑了地基上筏板各角点反力的影响 ,而且也考虑

了筏板各边剪力的影响。

3. 3　刚度方程

　　由最小势能原理
L∏
L{W}

= 0可得刚度方程为:

　　 [G ] {W} = { f }.

其中　 [G ]是刚度矩阵 , { f }是荷载向量。

　　 [G ] = [Gmm ] ,m ,n = 1, 2,… ,V.

　　 [Gmn ] = [Si j ]mn , i , j = 0, 1, 2,… , N .

　　 [ ( Si j ) ]mn =

Saa Sab Sac Sad Sae

Sba Sbb Sbc Sbd Sbe

Sca Scb Scc Scd Sce

Sda Sdb Sdc Sdd Sde

Sea Seb See Sed See mn

其中　 Saa = RxFy1 ( i , j ) [Cx ]+ RxyCy1 ( i , j ) ( FX ) ,

Sab = R1Fy ( i , j ) [HX ]+ RX Y HY1 ( j , i ) [HX ] ,

Sac = Sad - Sae = 0,

Sbb = Ry Fy2 ( i , j ) [FX ]+ 2RX YFY 2 ( i , j ) (CX ) , Sbc = Sbd

- Sbe = 0,

Scc = C11Fy ( i , j ) [Cx ] + C22Cy ( i , j ) [FX ] - 2tFy ( i ,
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j ) ( Bx ) + By ( i , j ) [FX ]+ 2t (TFy ( i , j ) [gx ] - Fy ( i ,

j ) ( gx 1 ) -
1
2T
gy ( i , j ) [Bx ] ) + Fy ( i , j ) [gxa 1 ] ) -

1
2TB

y ( i , j ) [Bxa ] - 2t (Tgy ( i , j ) [Fx ] - gy 1 ( i , j ) ( Fx )

- 1
2T
gy ( i , j ) [Bx ] + Tgyb ( i , j ) [Fx ] ) + gyb 1 ( i ,

j ) [Fx ] ) -
1
2T
gyb ( i , j ) [Bx ] ) -

t
2
( gy ( i , j ) [gx ] +

gyb ( i , j ) (gx ) + gy ( i , j ) [gya ]+ gyb ( i , j ) [Bxa ] ) ,

Scd = - C11Iy1 ( i , j ) [HX ]T ,

Sce = - C22Hy3 ( j , i ) [FX ]
T
,

Sd d = Dx Fy3 ( i , j ) [Cx ]+ D1Cy4 ( i , j ) [Fx ]+ C11Fy3 ( i ,

j ) [Fx ] ,

Sde = D1Fy 1 ( i , j ) [Hx ]T+ Dx y Hy 4 ( j , i ) [Hx ] ,

See = Dx Fy 5 ( i , j ) [Fy ]+ DxyCy4 ( i , j ) [Cx ]+ C22Fy4 ( i ,

j ) [Fx ] ,

{ f } = [ { f }T1　 { f }T2 ]+ Dxy Fy 4 ( i , j ) [Cx ]+ C22Fy4 ( i ,

j ) [Fx ] ,

{ f }m =∫
a

0∫
b

0
( [N ]

T
mq -

1
2 [A ]mΓ-

1
2 [B ]

T
m T )dx dy .

其中

　　 [Ax ] =∫
a

0
[H″]T [H]dx , [Bx ] =∫

a

0
[H]T [H″]dx ,

　　 [Cx ] =∫
a

0
[H′]T [H′]dx , [Fx ] =∫

a

0
[H]T [H]dx ,

　　Ay =∫
b

0
[Z″]

T
[Z″]dy , [Bx ] =∫

b

0
[Z ]

T
[Z″]dy ,

　　Cy =∫
b

0
[Z′]

T
[Z′]dy , [Fx ] =∫

b

0
[Z ]

T
[Z ]dy ,

　　 [gx ] = [H( 0) ]T [H( 0) ] ,

　　 [gx 1 ] = [H( 0) ]T [H′( 0) ] ,
　　 [gxa ] = [H(a) ]

T
[H(a) ] ,

　　 [gxa 1 ] = [H(a) ]T [H′(a ) ] ,
　　gy = [Z ( 0) ]

T
[Z ( 0) ] ,

　　 [gy1 ] = [Z ( 0) ]T [Z′(a ) ] ,

　　gyb = [Z (b) ]T [Z (b) ] ,

　　 [gxb 1 ] = [Z (b) ]
T
[Z′(b) ] ,

其中　 [Ax ]、 [Bx ]、 [Cx ]、 [Fx ]、Fy1、Fy2、Fy4、Cy1、Cy 2、

Cy4、Cy5、 Hy 1、 Hy3、 Hy4、 Iy 1、 Ly、 Ly1的具体形式参见文

献 [1 ]。

　　总刚度方程建立后 ,通过求解 ,可求得结构样条

结点参数向量 ,从而求得筏板的位移和内力。

4　算例

　　 1个自由放置在符拉索夫地基上的筏板 ,承受满

布均布荷载 ,如图 3所示 ,已知: a /b = 0. 5,d /a =

0. 3,地基参数 = 1. 5,_ 0 = 0. 4,板的泊松比为_ = 0,

地基压缩层足够大 ,地基与板的相对刚度为 1,其中

D是板的弯曲刚度 ,求筏板的挠度和弯矩。

图 3　符拉索夫地基上的筏板

Fig. 3　 A floa ting plate on V rasov foundation

　　选取弹性地基的竖向分布函数为:

J(z ) =
shV( H - z )

shVH
,

本算例结果与其他方法的结果见表 1.

　　 ( x = a /2, y = b /2) ,

表 1　本算例结果

Table 1　 Results of calculation

方法
Method

E0

q0
w

Mx

q0

My

q0

本文
This paper

0. 6874 0. 0328 0. 0671

有限元法
Finite element

0. 6797 0. 0319 0. 0663

文献 1(薄板理论 )
Refe rence 1 ( thin
pla te)

0. 3597 0. 0300 0. 0640

文献 2(薄板理论 )
Refe rence 2 ( thin
pla te)

0. 3713 0. 0289 0. 0500

5　结束语

　　本文在对筏板的分析中 ,考虑了横向剪切变形及

挤压变形的影响 ,在对筏板与符拉索夫地基的相互作

用分析中 ,考虑了筏板各角点反力及筏板各边剪力影

响 ,计算结果能够较接近实际情况 ,用样条无单元法

分析浮筏基础 ,计算简单 ,未知数量少 ,精度高 ,是一

种十分有效的方法。
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