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摘要　应用 V -函数法讨论具有强迫项的 Lié nard方程 x + f 0 ( x )x
 + f 1 ( x ) x

 2+ g ( x ) = e( t )周期解与概周期

解存在唯一性和渐近稳定性 .
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Abstract　 The suf ficient condi tions of the existence, uniqueness and asympto tic stabi li ty of pe-

riodic solutions and almost periodic solutions are abtained fo r Lié na rd-type equa tions by using

V-function method.
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　　对于 Lié nard型方程

　　 x + f ( x )x + g (x ) = e( t ) , ( 1)

Fink A和 Sei fert G在一定条件下证明了它的概周

期解的存在性
[1, 2 ]
.现考虑比式 ( 1)更一般的 Lié nard

型方程:

　　 x + f 0 (x )x + f 1 (x )x 2 + g (x ) = e( t ) ( 2)

的周期解及概周期解的存在性 .当 ( 2)式中 e( t )≡ 0

时 , 可通过一个非线性变换将 ( 2)式花成 ( 1)式 [3 ] ,从

而得到与 ( 1)式相对应的结果 .然而当 ( 2)式为非自治

的情形时 ,因不能引入相应的时间变换 , ( 2)式不能直

接化成 ( 1)式 ,所以这方面的研究成果不多 .文献 [4 ]

运用指数型二分性只得到 ( 2)式的概周期解存在的充

分条件 .本文应用 V-函数法证明 ( 2)式概周期解的存

在唯一性及概周期解的一致渐近稳定性 .

1　引理

　　引理 1
[5 ]
　设 x

 = f ( t ,x )中的 f ( t ,x )∈ C ( R×

E
n , En )对 x∈ E

n关于 t是一致概周期解的 ,又它有解

O( t ) ,在 [t0 ,∞ )上有界且 {O( t ) ; t≥ t0 } = S则方程 x 

= f ( t , x )必有 R上的有界解j( t ) ,且对一切 t∈ R有

j( t ) S.

　　引理 2
[5 ]
　若方程 x

 = f ( t , x )中的 f ( t ,x )满足

利普希茨条件 ,即对 t∈ R+ , x , y∈ S. 有|f ( t ,x ) -

f ( t , y )|< |x - y|.又方程的解j( t )是一致渐近稳

定性的 ,且对 t∈ R+ 有 j( t ) S,则它是完全稳定

的 ,从是渐近概周期的 .

　　引理 3[6 ]若方程 x
 = f ( t ,x )满足标准假设 ,又

O( t )是方程在 R上的弱一致渐近稳定的有界解 ,则

O( t )是方程在 R上仅有的有界解 ,它是概周期的且

mod(O) mod( f ) .

　　对方程

　　 x + f 0 ( x )x + f 1 (x )x 
2
+ g ( x ) = e ( t ) ( 3)
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做假设

( H1 ): f 0 ( x ) , f 1 (x ) , g (x ) 在 R 上连 续可微 ,

x f 1 ( x ) > 0, xg (x ) > 0, 0 < m < f 0 (x ) < ∞ , 0 <

g′( x )≤ n ,|f 1 (x )|≤ T ,e ( t )∈ AP ( R ) .

　　记 h (x ) = exp(∫
x

0
f 1 (x ) dx ) ,则 h ( x )≥ 1,做变

换 y = h (x ) x +∫
x

0
h (s ) f 0 (s ) ds ,方程 ( 3)可化为:

　　
h ( x )x = y -∫

x

0
h (s ) f 0 (s )ds ,

h ( x ) y = - h
2 (x ) g (x ) + h

2 (x )e (x ) ,

( 4)

记 f (x ) = h ( x ) f 0 ( x ) , F (x ) =∫
x

0
h (s ) f (s ) ds ,方程

( 4)可化为:

x
 =

1
h (x ) y -

1
h (x ) F ( x ) A( x ) y - B (x ) ,

y
 = - h ( x )g ( x ) + h (x )e ( t ) - G(x ) + h (x )e( t ) ,

( 5)

A
′
(x ) = (

1
h (x )

)′= -
f 1 (x )
h ( x )

, B′( x ) = (
1

h (x )
F ( x ) )′

=
f 1 (x )
h (x )

F (x ) + f 0 (x ) ,

G′( x ) = (h ( x )g (x ) )′= h ( x ) ( f 1 (x ) g (x ) +

g′( x ) ) ,h′( x ) = h (x ) f 1 ( x ) .

做假设

( H2 ): 1≤ h ( x )≤
1
k= sup

x∈ R
h (x ) <+ ∞ ,c2 =

sup
x∈ R

G′( x ) <+ ∞ .

因 A ( x ) = 1
h (x )

,故 0 <k≤ A (x )≤ 1.|h′(x )|

= |h (x ) f 1 (x )|≤ T
k
 d2 .由条件 ( H1 )可得 c2 > 0.

2　定理及证明

　　定理　在由条件 ( H1 ) , ( H2 )下 ,下列条件 ( H3 ) ,

( H4 )成立:

　　 ( H3 ) k = sup
t∈ R
|e ( t )|= ‖ e‖ ,存在 c < a < 0 <

b < d使 g (b ) = - g (a ) = k.又对 x ∈ [c,d ] ,有

k < min{F ( d ) - F (b )
h
2
(x )

f ( x ) + g (c) ,

F (a ) - F (c )
h
2 (x )

f ( x ) - g (d ) } ,F (d )≥|F (c)|,

P = max {F ( d ) - F (b ) , F(a ) - F (c ) }.

( H4 ) S = G′(x ) - e( t )h′(x ) > 0, ( 2+ m ) TP

+ m
2 (c2 + kd2 ) < 2mw .

则方程 ( 3)有唯一概周期解 (x~ ( t ) , y~ ( t ) ) ,它是一致渐

近稳定的且 mod(x~ ( t ) , y~ ( t ) ) mod(e ( t ) ) .

　　证明 　 (a )作闭区域 S , S由下列Γi ( i = 1, 2,

… , 6)连续组成的闭曲线Γ为边界:

AB = Γ1 , y = F (x ) + F (d ) - F (b) ,c≤ x≤ b;

BD = Γ2 , y = F ( d ) ,b≤ x≤ d;

DE = Γ3 ,F ( d )+ F (c) - F (a)≤ y≤ F (d ) ,x = d;

EF = Γ4 , y = F (x ) + F (c ) - F (a) ,a≤ x≤ d;

FC = Γ5 , y = F (c) ,c≤ x≤ a;

CA = Γ6 , F (c)≤ F (c) + F ( d ) + F (b ) ,x = c;

系统 ( 4)的任一轨线 ( x ( t ) , y ( t ) )当 t= t0时与Γ相遇
于 P0 ( x ( t0 ) ,y ( t0 ) )∈ Γ,那么对一切 t≥ t 0有 (x ( t ) ,

y ( t ) )∈ S. 例如: 在Γ1上任意点 P (x , y )的斜率是

f (x ) ,当 P0∈ Γ1时 ,过点 P0的轨线斜率为:

　　
dy
dx
=

h ( x )y 

h (x ) x 
=
- h

2 (x ) g (x ) + h
2 (x )e (x )

y - F (x )
≤

h
2
(x ) ( - g (x ) + k )
F( d ) - F (b)

<
- h

2 (x ) ( g (x ) - g (c) ) + (F (d ) - F (b ) ) f ( x )
F (d ) - F (b)

≤ f (x ) .

　　又在Γ1上 ,
dx
dt
=

y - F (x )
h ( x )

=
F (d ) - F (b)

h (x )
>

0. 因此轨线 ( x ( t ) ,y ( t ) )与Γ1交于 P0 ( x ( t0 ) , y ( t0 ) )

后 ,当 t增大时进入 S内 (见图 1) ;当 p0 = B时 ,x =

y - F (b)
h ( x ) =

F (d ) - F (b)
h (x ) > 0, y = - h ( x ) (g (b) -

e ( t ) ) = h (x ) (- k+ e ( t ) )≤ 0. 如 y
 < 0,则轨线进

入 S内 ,如 y
 = 0,因 x

 > 0,轨线与Γ2相切且进入Γ2 ;
当 p0∈ Γ2时 , y = h (x ) ( - g (x )+ e( t ) ) < h (x ) (-

g (x ) + k ) = 0,轨线进入 S内 . 当 p0 = D时 ,x =

y - F (x )
h (x )

=
F (d ) - F ( d )

h (x )
= 0, y = h (x ) ( - g (d )

+ e( t ) ) < 0,轨线与Γ3相切且进入Γ3;当 p0∈ Γ3时 ,

x
 =

y - F (x )
h ( x )

=
y - F (d )

h (x )
< 0,轨线进入 S内 .对

Γ4 ,Γ5 ,Γ6可类似论证 .由引理 1可知 , ( 4)式有解

( x-( t ) ,y-( t ) )在 S中 ,对一切 t∈ R .

图 1

Fig. 1

　　 ( b)证明 ( x-( t ) , y-( t ) )在 S中是一致渐近稳定的 .

令 u = x - x
-( t ) , v = y - y

-( t ) , ( 5)可化成:
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u
 = A (u + x

-) (v+ y
-) - A (x-) y- - B (u + x

-) +

　　B ( x-) ,

v = - G(u + x-) + G(x-) + e ( t ) [h (u + x-) -

　　h ( x-) ] ,

( 6)

即:

u
 = A′( x-)y-u + A (x-)v - B′(x-)u + O ( u

2
+ v

2
) ,

v
 = - G′(x-)u + e ( t )h′(x-)u + O ( u

2
+ v

2
) ,

( 7)

考虑 ( 7)式的线性部分:

　　
u
 = A′( x-)y-u + A (x-)v - B′(x-)u ,
v
 = - G′(x-)u + e ( t )h′(x-)u ,

( 8)

因为 A′(x-) y- - B′(x-) = -
f 1 (x-)
h (x )

y
-+

f 1 ( x-)
h ( x )∫

x-

0
h (s )  

f 0 (s ) ds - f 0 ( x-) =
f 1 (x-)
h (x ) (F ( x

-) - y
-) - f 0 (x-) .所以

( 8)式可化成:

u = - mu - ( f 0 (x-) - m )u +
f 1 (x-)
h (x )

 

　　 (F ( x-) - y
-)u+ v - ( 1 - A (x-) )v ,

v
 = - su,

( 9)

取 Liapunov函数 V = u
2 - 2muv + (m2 +

mf 0 (x-) + A (x-)
s

)v2 ,因为 V = (u+ mv ) 2 +

mf 0 (x-) + A (x-)
s

v
2
,而又由假设 m f 0 (x-) + A ( x-) >

0, s > 0,所以 V是正定的 .

　　
dV
dt
|( 9) = - 2mu

2
- 2( f 0 (x-) - m )u

2
+

2f 1 (x-)
h ( x )

(F ( x-) - y-)u2 + 2A ( x-)uv + 2m f 0 ( x-)uv -

2f 1 (x-)
h ( x )

(F ( x-) - y
-)uv - 2mv

2+ 2m ( 1- A (x-) )v 2 -

2mf 0 (x-)uv - 2m 2
suv - 2A ( x-)uv≤- 2m (u2 + v

2 )

+
2f 1 (x-)
h ( x )

( F (x-) - y
-)u2 -

2f 1 (x-)
h (x )

(F ( x-) - y
-)uv+

2mv
2
+ 2m ( 1 - A (x-) )v

2
- 2m

2
suv ,

因为 w≤
1

h ( x-)
≤ 1,|f 1 (x-)|≤ T ,|F (x-) - y

-|

≤ P , s≤ c2+ kd2 . 所以
dV
dt
|( 9) ≤- 2m (u2 + v

2 ) +

[2TP + m TP+ 2m ( 1 - w ) + m
2
(c2 + kd2 ) ] (u

2
+

v
2 ) = [ ( 2+ m ) T P+ m

2 (c2 + kd2 ) - 2mw ] (u2+

v
2
) ,

由 ( H4 )可知
dV
dt|

( 9) < 0,因此 ( 9)式的零解 ,从而 ( 4)

式的解 ( x-( t ) , y-( t ) )是一致渐近稳定的 .注意到 ( 5)

式的右端满足利普希茨条件 ,由引理 2可知 (x-( t ) ,

y-( t ) )是渐近概周期的 ,其概周期部分 (x~ ( t ) , y~ ( t ) )为

( 4)在 S中的概周期解 ,由于一致渐近稳定性是可继

承的 .从而 (x~ ( t ) , y~ ( t ) )也是一致渐近稳定的 .

　　 ( c)证明概周期解的唯一性 . 这只需证明 ( 4)式

是非常稳定的 ,即 ( 4)的任意二解之差当 t→+ ∞时
趋向于零 .

　　令 (x i ( t ) , yi ( t ) ) ( i = 1, 2)是 ( 4)的任意两解 ,由

( a )的证明可知 ,存在 t 0使得当 t≥ t0时 , (xi ( t ) ,

yi ( t ) ) S.记 u( t ) = x 1 ( t ) - x 2 ( t ) ,v ( t ) = y1 ( t ) -

y2 ( t ) ,则有

　　

u
 = [A′( x2 ( t ) ) y2 ( t )u - B′(x 2 ( t ) ) ]u -

　　A ( x2 ( t ) )v ,

v
 = - G′(x 2 ( t ) )u + e ( t )h′( x 2 ( t ) )u ,

( 10)

类似 ( b)的证明可证 ( 10)的零解渐近稳定 ,从而 ( 4)

式非常稳定 ,它的概周期解 (x~ ( t ) ,y~ ( t ) )是唯一的 .

　　 ( d) ( 4)式的解 ( x~ ( t ) , y~ ( t ) )在中也是弱一致渐

近 稳定 的 , 由引理 3可 知 , mod(x~ ( t ) , y~ ( t ) )  
mod(e ( t ) ) .

　　推论　在条件 ( H1 )～ ( H4 )件下 ,如果 e( t )是以

W为周期的周期函数 ,则 ( 3)式有唯一周期解 (x~ ( t ) ,

y
~ ( t ) ) ,它的周期亦为 W .
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