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摘要　　给出具有突变率的广义生 -灭过程的遍历与指数遍历的充分必要条件 , 以及强遍历的充分条件 .
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Abstract　 An ex tended birth-death process wi th catastrophes is studied. The necessa ry and

suf ficient condi tions o f ergodicity and exponential ergodicity and suf ficient condi tion of strong

ergodicity fo r the process are presented.
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　　设状态空间 E = { 0, 1, 2,… }Q - 矩阵具有形式

Q=

- ∑
∞

i= 1
ci c1 c2 c3 …

d1 T1 λ1

d2 _ 2 T2 λ2

d3 _ 3 T3 λ3

　…    

, ( 1)

其中λi > 0, di≥ 0,ci≥ 0, i≥ 1;_ i > 0, i≥ 2,T1 = -

(λ1 + d1 ) ,Ti = - (λi + _ i+ di ) , i = 2, 3,… .显然 Q

是保守的 ,如∑
∞

i= 1

ci < ∞ ,则 Q是全稳定的 , Q过程一

定存在 ,例如 Feller最小 Q过程 ,参见文献 [1～ 3 ];否

则 Q是单瞬时的 ,这时 , Q过程不一定存在 ,参见文献

[4] . ( 1)式的 Q矩阵可以看成是具有突变率 di 的广

义生 -灭过程 (特别当 d1 > 0, c1 > 0; di = 0,ci = 0,

i≥ 2时 , Q即为通常的生 -灭过程 ) ,同时 ,它也可以

看成是人口过程 (当 ci = 0, i≥ 2时 ) .因此 ,对其进行

研究是很有意义的 . 本文作者在文献 [5, 6]的基础

上 ,对具有 ( 1)式的全稳定 Q矩阵的遍历、指数遍历、

强遍历性进行了研究 , 获得了遍历、指数遍历的充分
必要条件 ,以及强遍历的充分条件 .

1　引理

　　为方便 ,文中分别简称具有 ( 1)式的 Q矩阵和由

此确定的 Q过程为 Q矩阵和 Q过程 ,且恒设 c ∑
∞

i= 1
ci

< ∞ ,即 Q矩阵是全稳定的 ,恒记 q
( j)
n  dn , j = 1, 2,

… ,n - 1,q(n )n = _ n + dn ,n≥ 1, F ( 0)
0  1,F ( 0)

k =

∑
k- 1

j= 0

q
( j+ 1)
k F

( 0)
j

λk
, k≥ 1; a0 0,ak 

1+ ∑
k- 1

j= 0

q
( j+ 1)
k aj

λk
,k≥

1;如 d inf
i≥ 1

di > 0,对 0 < λ< min(c, d ) ,相应地记

q
( j )
n (λ) dn - λ, j = 1, 2,… ,n - 1, q

( n)
n (λ) = _ n+ dn

- λ,_ 1 0,n≥ 1, F ( 0)
0 (λ) 1, F( 0)

k (λ) 

∑
k- 1

j= 0

q
( j+ 1)
k (λ) F( 0)

j (λ)

λk
, k≥ 1,a0 (λ) 0,ak (λ)  

1+ ∑
k- 1

j= 0
q
( j+ 1)
k (λ)aj (λ)

λk ,k≥ 1.为证明下面定理 ,先引

入引理 1。
　　引理 1　令　

　　 z 0 = 0, z 1 > 0, zi+ 1 - zi =
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∑
i- 1

j= 0
q
(j+ 1)
i (z j+ 1 - z j ) - 1

λi , i≥ 1,

则　 zn+ 1 - z n = z 1F
( 0)
n - an ,n≥ 0. ( 2)

相应地如 d inf
i
di > 0,c> 0,对 0 <λ< min(c ,d ) ,

令 z 0 (λ) = 0, z 1 (λ) > 0,

z i+ 1 (λ) - zi (λ) =

　　
∑
i - 1

j= 0

q
( j+ 1)
i (λ) (z j+ 1 (λ) - z j (λ) ) - 1

λi
, i≥ 1,

则　 zn+ 1 (λ) - z n (λ) = z 1 (λ) F ( 0)
n (λ) - an (λ) ,n≥ 0.

( 3)

　　证明　用归纳法 .当 n = 0时 ,因 z 1 - z 0 = z 1

= z 1F
( 0)
0 - a0 ,所以 ( 2)式成立 .

　　设当 k < n时 ( 2)式已成立 , 则

z n+ 1 - zn =
∑
n - 1

j= 0
q
( j+ 1)
n (z j+ 1 - z j ) - 1

λn
=

∑
n- 1

j= 0

q
(j+ 1)
n (z 1F( 0)

j - a j ) - 1

λn
=

z 1∑
n - 1

j= 0

q
( j+ 1)
n F

( 0)
j

λn
-

1+ ∑
n- 1

j= 0
q
( j+ 1)
n a j

λn
= z 1F

( 0)
n - an .

故 ( 2)式成立 ,类似可证 ( 3)式 ,引理 1证毕 .

2　主要结果

　　定义 1　转移函数 P = (p ij ( t ) ; i , j∈ E, t≥ 0)

称为遍历的 ,如果存在正概率分布c= (cj , j∈ E )使

　　pi j ( t ) →cj , t→∞ , i , j∈ E; ( 4)

P = ( pi j ( t ) ; i , j∈ E , t≥ 0)称为指数遍历的 ,如果还

存在某U> 0,使

　　|pi j ( t ) - cj|= O ( e
-Ut

) , t→∞ , i , j∈ E;

如 ( 4)式加强为　 lim
t→∞

sup
j∈ E∑

j∈ E

|pi j ( t ) - cj|= 0,

则称 P = (pi j ( t ) ; i , j∈ E , t≥ 0)为强遍历的 .

　　关于以上 3种遍历性 ,由 Tw eedie[ 7, 8]得到判别

准则:

　　命题 1　设 Q= (qij ; i , j∈ E )是一个全稳定 Q-

矩阵 ,F = ( f ij ( t ) ; i , j∈ E , t≥ 0)是最小 Q-函数 , H

是状态空间 E的一个有限非空子集 ,则

　　 (Ⅰ ) F遍历的充分必要条件是 ,方程

　　
∑
j∈ E

qij yj + 1≤ 0, i H ,

∑
i∈ H
∑
j≠ i

qi jyj < ∞ .

( 5)

有有限非负解 ;

　　 (Ⅱ ) F指数遍历的充分必要条件是对某 λ> 0,

但λ< qi , i∈ E方程

　　
∑
j∈ E

qi jyj + λyi + 1≤ 0, i H ,

∑
i∈ H
∑
j≠ i

qi jyj <∞ .

有有限非负解 ;

　　 (Ⅲ ) F强遍历的充分必要条件是方程 ( 5)有非负

一致有界解 .

　　定理 1　遍历性　 设 Q过程是常返的 ,如

　　∑
∞

n= 1

cn∑
n - 1

k= 0

F
( 0)
k < ∞ , ( 6)

则 Q过程遍历的充分必要条件是

　　a sup
n≥ 1

∑
n

k= 0
ak

∑
n

k= 0
F

( 0)
k

< ∞ . ( 7)

　　注: ( i ) . 必要性不需条件 ( 6) ,

　　　 ( ii )条件 ( 6) , ( 7)可相应改为

　　∑
∞

n= 1

cn ∑
n- 1

k= 0

(F ( 0)
k - ak ) < ∞及 a≤ 1.

　　定理 2　指数遍历性　设 Q过程是常返的 ,且 d

 inf
i≥ 1

di > 0,

　　∑
∞

n= 1
cn∑

n - 1

k= 0
F

( 0)
k (λ) < ∞ , 0 < λ< min(d ,c) , ( 8)

则 Q过程指数遍历的充分必要条件是对某 0 < λ<

min( d ,c) ,有

　　a (λ) sup
n≥ 1

∑
n

k= 0
ak (λ)

∑
n

k= 0

F
( 0)
k

< ∞ . ( 9)

同样有类似于定理 1的注 ( i ) , ( ii ) .

　　定理 3　强遍历性　设

R ∑
∞

n= 1

1
λn

+
_ n

λnλn - 1
+ … +

_ n…_ 1

λn…λ1λ0
= ∞ ,

S  ∑
∞

n= 1

1
_n+ 1

1+
λn
_ n

+
λnλn- 1

_ n_n - 1
+ … +

λn…λ1
_n…_ 1

<

∞ .

则 Q过程强遍历 .

　　由于强遍历是指数遍历的 ,指数遍历是遍历的 ,

所以有

　　推论 1　如 R= ∞ , S <∞ ,则过程是强遍历的 ,

指数遍历的 , 遍历的 .

3　主要结果的证明

　　 定理 1的证明　由命题 ( 1) ,取 H = { 0} ,得 Q-

过程遍历的充分必要条件是方程

　　
∑

j

qi jyj + 1≤ 0, i≥ 1,

∑
j≠ 0

q0j yj = ∑
∞

j= 1

cj yj < ∞

( 10)
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有有限非负解 .

　　必要性　取 y0 = 0,且在 ( 10)式的第一个式子

取 i = 1得

　　 - (λ1 + d1 ) y1+ λ1y 2+ 1≤ 0,

所以 y1 > 0,

　　设 { yn }是方程 ( 10)的有限非负解 ,则

∑
j

qij yj + 1 = _ i yi - 1 - (λi + _ i + di ) yi + λi yi+ 1+

1≤ 0,_ 1 0,

即　 yi+ 1 - yi≤
_ i

λi ( y
i - yi- 1 ) +

d i

λi y
i -

1
λi =

_ i

λi ( y
i

- yi- 1 ) +
di
λi∑

i- 1

j= 0

( yj+ 1 - yj ) - 1
λi

=

∑
i- 1

j= 0
q
(j+ 1)
i (yj+ 1 - yj ) - 1

λi
, i≥ 1,

由引理得: yn+ 1 - yn≤ y1F
( 0)
n - an ,n≥ 0,

所以　 yn+ 1≤ y1∑
n

k= 0
F

( 0)
k - ∑

n

k= 0
ak ,

由于 yn≥ 0,故得

　　
∑

n

k= 0
ak

∑
n

k= 0
F

( 0)
k

≤ y1 ,

由此得

　　a sup
n≥ 1

∑
n

k= 0

ak

∑
n

k= 0

F
( 0)
k

≤ y1 < ∞ .

　　充分性　如 a <∞ ,则取 y0 = 0, y1≥ a , yi+ 1 -

yi = y1F
( 0)
i - ai , i≥ 1,

在上式求和得

　　 yn+ 1 = y1∑
n

k= 0
F

( 0)
k - ∑

n

k= 0
ak =

∑
n

k= 0
F

( 0)
k y1 -

∑
n

k= 0

ak

∑
n

k= 0
F

( 0)
k

≥∑
n

k= 0
F

( 0)
k ( y1 - a )≥ 0.

所以 yn非负 ,且由引理的证明过程知

　　 yk+ 1 - yk =
∑
k- 1

j= 0
q
( j+ 1)
k ( yj+ 1 - yj ) - 1

λk ,

即 　λk (yk+ 1 - yk ) = ∑
k - 2

j= 0

dk ( yj+ 1 - yj ) + (_ k +

dk ) ( yk - yk - 1 ) - 1= dk∑
k- 1

j= 0
( yj+ 1 - yj ) + _ k ( yk -

yk - 1 ) - 1 = dkyk + _ k (yk - yk- 1 ) - 1,

整理得　λk yk+ 1 - (λk+ dk + _ k )yk+ _ k yk- 1+ _ 1 =

0,

所以　∑
j

qk jyj + 1= _ k yk- 1 - (λk + _ k+ dk ) yk +

λk yk+ 1+ 1 = 0,k≥ 1.

即 { yn }满足方程 ( 10)的第 1个式子 ;

　　又因为

　　 yn = y1∑
n - 1

k= 0
F

( 0)
k - ∑

n - 1

k= 0
ak≤ y1∑

n- 1

k= 0
F

( 0)
k ,n≥ 1,

所以由 ( 6)式得

　　∑
∞

n= 1
cn yn≤ y1∑

∞

n= 1
cn∑

n- 1

k= 0
F

( 0)
k <∞ .

即 { yn }满足方程 ( 10)的第 2个式子 ,故 { yn }是满足方

程 ( 10)的有限非负解 ,所以 Q过程是正常返的 .

　　对于注 ( ii) ,只要在上充分性的证明过程中取 y1

= 1,其余完全类似于上面定理 1的证明即可得注

( ii) . 定理 1证毕 .

　　定理 2的证明

　　因为 d > 0,c > 0,取 0 <λ< min( d ,c) ,则有λ
< qi , i∈ E ,在命题 ( 2)取 H = { 0} ,得 Q过程指数

遍历的充分必要条件是方程

　　∑
∞

j= 0
qi jyj + λyi+ 1≤ 0, i≠ 0,∑

j≠ 0
q0jyj = ∑

∞

j= 1
cj yj

< ∞ . ( 11)

有有限非负解 .

　　在 ( 11)式的第一个式子取 y0 = 0得

∑
∞

j= 0

qi jyj + λyi+ 1= _ iyi- 1 - (λi+ _ i+ di ) yi+ λi yi+ 1

+ λyi + 1≤ 0,_ 1 0,

即　 yi+ 1 - yi≤
_ i

λi
( yi - yi- 1 ) +

di
λi

yi - 1
λi

- λ
λi

yi

=
_ i

λi
( yi - yi- 1 ) +

( di - λ)
λi

yi - 1
λi

=

∑
i - 1

j= 0

q
( j+ 1)
i (λ) ( yj+ 1 - yj ) - 1

λi
,

由λ的取法 ,有 di - λ> 0,所以 q
( j )
n (λ) , F

( 0)
k (λ) ,ak (λ)

都是非负的 . 故后面的证明完全类似于定理 1的证

明 ,略 . 定理 2证毕 .

　　定理 3的证明

　　考虑生灭率为λi ,_ i的生灭过程 P
- = ( p-ij ( t ) ; i , j

∈ E , t≥ 0) ,因为 R = ∞ , S <∞ . 故由文献 [9]知 ,
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　O
p

1
2
+ X

p
∑
2p - 1

u= 1
∑
[Wp ]

w= 1
(- 1)

w
w
k
e -

uw

2p
=

　 -
h(p - 1)

p
2 ∑

p

a= 1
∑

p

b= 1
a= b+ w

∑
[Wp ]

w= 1
( - 1)wwk+

O p
1
2
+ X

p ∑
2p - 1

u= 1
∑
[Wp ]

w= 1

( - 1)wwk e - uw
2p

,

由引理 3、引理 4可得

　　 L2 
h(p - 1)

p
2 p

k+ 1 +
p

1
2
+ X

p
∑
2p- 1

u= 1

p
k

cos
πu
2p

 

p
k+

1
2
+ X,

于是可得　　　

　　L (p ,k ,W) = h( p - 1) p
k Wk+ 1

k + 1
-
Wk+ 2

k+ 2
+

O ( p
k+

1
2
+ X

) .
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过程 ( p-ij ( t ) ; i , j∈ E , t≥ 0)是唯一且强遍历的 , 因

此方程

　　∑
j∈ E

q-ij yj+ 1≤ 0,∑
j≠ 0

q-0j yj < ∞ .

即方程

　　λi ( yi+ 1 - yi ) + _ i ( yi- 1 - yi ) + 1≤ 0, i≥ 1.

( 12)

有非负一致有界解 {yi , i≥ 0} .

　　又因为　∑
j∈ E

qi j yj + 1= _ i ( yi- 1 - yi )+ λi ( yi+ 1

- yi ) - d iyi+ 1≤ _ i (yi- 1 - yi ) + λi (yi+ 1 - yi )+

1;

故 { yi , i≥ 0}也是∑
j∈ E

qi jyj + 1≤ 0的非负一致有界

解 ,且

　　∑
∞

j= 1

cj yj≤ sup
i

yi∑
∞

j= 1

cj < ∞ .

故 { yi ; i≥ 0}为 ( 5)的非负一致有界解 ,因而 Q-过程

强遍历 .
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