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摘要　利用矩阵回路给出拟对角占优矩阵与非奇异 M-矩阵的判定条件 ,改进和推广相关文献的结果 .
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Abstract　 Some sufficient conditions fo r a ma trix to be a quasi-diag onal ly dominant matrix and

some cri teria for a matrix to be a nonsingular M-ma trix are obtained. The known results in the

relev ant reference were improved and generalized by these resul ts.
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1　定义与符号

　　 M-矩阵是一类应用广泛的矩阵 . 讨论 M-矩阵

及相关的拟对角占优矩阵的判定及性质有着十分重

要的意义 . 本文利用矩阵回路给出拟对角占优矩阵

与非奇异 M-矩阵若干新的充分条件 ,改进和推广了

文献 [1, 2 ]的相应结果 .

　　定义 1　设 A= (ai j )∈ C
n× n ,若存在正对角矩阵

D ,使 AD为严格对角占优矩阵 ,则称 A为拟对角占

优矩阵 .

　　定义 2　设 A = (aij )∈ C
n× n ,满足 aii > 0,aij≤

0; j≠ i ,若 A的所有特征值的实部都为正数 ,则称 A

为非奇异 M-矩阵 .

　　 定义 3　 设 A = (ai j ) ∈ C
n×n ,定义 M ( A ) =

(mij ) ,其中 mii = |aii|,mij = - |ai j|; j≠ i ,称 M ( A )

为 A的比较矩阵 .

　　定义 4　 设 A = (aij )∈ C
n× n

,若满足:

　　 1°　 A为对角占优 ;

　　 2°　 A为不可约 ;

　　 3°　集合 K = {i‖ aii|> ∑
j≠ i

|aij|, 1≤ i≤ n }≠

H,则称 A为不可约对角占优矩阵 .

　　定义 5　设 A = (aij )∈ C
n× n的有向图为Γ( A ) ,

若 ai1i2ai 2i3… aipi1 ≠ 0, p≥ 2; i1 , i2 ,… , ip互不相同 ,则

称 i1 , i2 ,… , ip , i1为矩阵 A的一个回路 .用 S( A )表示

Γ( A )中全体回路集合 .

　　定义 6　记实值函数的 n元数组 f = ( f 1 , f 2 ,… ,

f n )的全体为Jn ,这里每个 f i: C
n× n

→ R
+
,且只与矩

阵非对角元的模有关 , f = ( f 1 , f 2 ,… , f n )∈ Jn称为

G-函数 ,若满足|aii|> f i ( A ) , i∈ N的每个 A =

(ai j )∈ C
n×n皆为非奇异的 .Jn中 G-函数的全体记作

Yn .

　　设 A = (ai j )∈ C
n× n ,记 N = { 1, 2,… ,n } ,Λi =

∑
j≠ i

|aij|,Λ′
i = ∑

j≠ i

|a ji|; 1≤ i , j≤ n.

2　主要结果

　　引理 1　设 A = (ai j )∈ C
n×n

, f i ( A ) =

( Λi ) ( Λ′
i ) , i∈ N ,则

　　 f ( A ) = ( f 1 ( A ) , f 2 ( A ) ,… , f n ( A ) )

是 G-函数 .

　　 证明　对于 f i ( A) = ( Λi ) ( Λ′
i ) , i∈ N ,若

|aii|> f i ( A ) ,则由文献 [3,第 235页定理 4]知 , detA

≠ 0, 再由定义 5知 , f i ( A ) = ( f 1 ( A ) , f 2 ( A ) ,… ,
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f n ( A ) )是一个 G-函数 .

　　引理 2
[4 ]

　设 A = (aij )∈ C
n×n

,则下述命题等

价:

　　 (Ⅰ )M ( A )是 M-矩阵 ;

　　 (Ⅱ )∑
n

i= 1
aii ≠ 0, f = ( f 1 , f 2 ,… , f n )∈ Yn ,且

　　 i)∏
i∈ V

|aii|≥ ∏
i∈ V

f i ( A ) , V∈ S ( A ) ;

　　 ii) Jf ( A ) = {V∈ S ( A )|∏
i∈ V

|aii|> ∏
i∈ V

f i }≠ H,

且

　　 Vk ∈ θf ( A ) = {V∈ S ( A )|∏
i∈ V

|aii|= ∏
i∈ V

f i }

有Γ( A )的顶点序列 i 1 , i 2 ,… , ip , j使 aii
1
ai

1
i
2
… ai

p
j ≠

0, i∈ Vk ; j∈ Vt ∈ Jf ( A) .

　　引理 3
[5 ]

　 A = (aij )∈ C
n× n

,若 M ( A )为 M-矩

阵 ,则 A为拟对角占优矩阵 .

　　定理 1　设 A= (aij )∈ C
n× n ,∑

n

i= 1

aii ≠ 0,若 V

∈ S( A ) ,有

　　∏
i∈ V

|aii|> ∏
i∈ V

( Λi ) ( Λ′
i ) , ( 1)

则 M ( A )为 M-矩阵 ,因而 A为拟对角占优矩阵 .

　　证明 　若记 f i ( A ) = ( Λi ) ( Λ′
i ) ,则 ( 1)式

变为∏
i∈ V

|aii|> ∏
i∈ V

f i ( A ) , 由引理 1知 , f ( A ) =

( f 1 ( A ) , f 2 ( A) ,… , f n ( A ) ) 为 G-函数 ,再由引理 2

知 ,M ( A )为 M-矩阵 ,故 A为拟对角占优矩阵 .

　　定理 2　设 A= (aij )∈ C
n× n ,∑

n

i= 1
aii ≠ 0,若 V

∈ S( A ) ,有

　　∏
i∈ V

|aii|≥ ∏
i∈ V

( Λi ) ( Λ′
i ) ,

　　 J f ( A ) = {V∈ S( A )|∏
i∈ V

|aii|>

∏
i∈ V

( Λi ) ( Λ
′
i ) }≠ H,

且 对  Vk ∈ θf ( A ) = {V∈ S ( A )|∏
i∈ V

|aii| =

∏
i∈ V

( Λi ) ( Λ
′
i ) } ,有Γ( A )的顶点序列 i , i1 ,… , ip ,

j ,使 aii
1
ai

1
i
2
… ai

p
j≠ 0,其中 i∈ Vk , j∈ Vt∈ J f ( A ) .则

M ( A )为 M-矩阵 ,因而 A为拟对角占优矩阵 .

　　证明　 (证明过程类似定理 1)

　　注:对于 A = (aij ) ∈ C
n× n

,由于
1
2 (Λ

i + Λ
′
i ) ≥

( Λi ) ( Λ′
i ) ,故若 |aii|>

1
2
(Λi + Λ′i ) ,则必有

|aii|> ( Λi ) ( Λ′
i ) ,但反之未必 ,即该定理 2的条

件比文献 [1]中主要结论定理 1的条件弱 .

　　例 　设 A =

2 1 1

0 2 1

3 4 6

,则Γ( A )有 3个回路

V1 ,V2和V3 ,其中V1含有定点 1和 3,V2含有定点 2和

3,V3含有定点 1, 2, 3. 因为

　　 4|a22||a33|= 4× 2× 6= 48, (Λ2+ Λ′2 ) (Λ3+

Λ′3 ) = 6× 9 = 54,

故 4|a22||a33|< (Λ2+ Λ′2 ) (Λ3 + Λ′3 ) ,所以 A不满

足文献 [1 ]定理 1的条件 ,由文献 [1]的结论无法判

定 A是否为拟对角占优矩阵 .另一方面 ,经直接计算

知 , 3个回路均满足定理 1的条件 ,由定理 1知 , A为

拟对角占优矩阵 . 所以定理 1改进了文献 [1,定理 1]

的结果 .

　　 下面我们给出拟对角占优矩阵和非奇异 M-矩

阵另外几个判别定理 ,为了讨论方便 ,先引入记号:

　　 N 1⊕ N 2 = N = { 1, 2,… ,n} ,Λi = Λi
1
+ Λi

2
,Λi

1

= ∑
j∈ N

1

|aij|,Λi
2
= ∑

j∈ N
2

|ai j|,

　　 N i = {i‖ aii|> Λi , 1≤ i≤ n } ,N 2 = {i‖ aii|≤

Λi , 1≤ i≤ n} .

　　 L
n×n = {A = (aij )|A∈ R

n× n ,aij ≤ 0, j≠ i }.

　　定理 3　设 A = (aij )∈ C
n×n

,若存在 x∈ [1 /2,

1) , i∈ N 1 , j∈ N 2 ,恒有

　　 [ ( 1 - x )|aii|- xΛi
1
] [ ( 1 - x )|aj j|- xΛj

2
]>

x
2
Λi

2Λj
1 ( 2)

则 A为拟对角占优矩阵 ,若还有 A∈ L
n× n

,则 A是 M-

矩阵 .

　　证明　令 Ri =
( 1 - x )|aii|- xΛi

1

xΛi
2

,当Λi1 = 0

时 ,取 Ri = + ∞ , i∈ N 1 ,

　　 r j =
xΛj

1

( 1 - x )|a jj|- xΛj
2

, j∈ N 2 ,

由 ( 2)式知 ,对 i∈ N 1 , j∈ N 2 ,有 Ri > rj ,选取W,
使得 max

j∈ N
2

rj < W< min
i∈ N

1

R i ,作矩阵:

　　 D = diag {di|di = W, i∈ N 2 ; di = 1, i∈ N 1 } ,

　　 A1 = AD = (aij ( 1) ) ,

则当　 i∈ N 1 ,Λi 2 ≠ 0时 ,有|aii
( 1)

|= |aii|,Λ
( 1)
i1 =

Λi
1
,Λ( 1)

i
2
= WΛi

2
,故

　　Λ( 1)
i = Λ( 1)

i
1
+ Λ( 1)

i
2
= Λi

1
+ WΛi

2
< Λi

1
+ R iΛi

2

= Λi
1
+ { [ ( 1 - x )|aii|- xΛi

1
] /xΛi

2
}  Λi

2

= Λi
1
+ [ ( 1 - x )|aii|- xΛi

1
] /x =

(
1
x
- 1)|aii|≤ |a( 1)ii |.

当Λi
2
= 0时 ,有Λ( 1)

i = Λi <|aii|= |a( 1)ii |.而当 j∈

N 2时 ,有

　　|a
( 1)
jj |= W|ajj|,Λ

( 1)
j
1 = Λj

1 ,Λ
( 1)
j
2 = WΛj

2 ,

由 r j = xΛj
1 / [ ( 1 - x )|a jj|- xΛj

2 ] < W,
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得到 xΛj1 < ( 1 - x )W|a jj|- xWΛj2 ,从而有 x (Λj1+

WΛj
2
) < ( 1 - x )W|a jj|,即

　 xΛ( 1)
j < ( 1 - x )|a( 1)j j |,

故Λ
( 1)
j < (

1
x
- 1)|a

( 1)
jj |≤ |a

( 1)
jj |,

于是得出 A1 = AD为严格对角占优矩阵 ,从而 A是

拟对角占优矩阵 ;若还有 A∈ L
n×n

,则由文献 [5]定

理 6知 , A是 M-矩阵 .

　　若记

　　Λ′
i = Λ′

i
1
+ Λ′

i
2
,Λ′

i
1
= ∑

j∈ N
1

|aji|,Λ′
i
2
= ∑

j∈ N
2

|a ji|,

　　N 1 = {i‖ aii|> Λ′
i , 1≤ i≤ n} , N 2 = {i‖ aii|≤

Λ′
i
1
, 1≤ i≤ n} ,

则类似地可证:

　　定理 4　设 A = (aij )∈ C
n×n ,若存在 x∈ [ 1

2
,

1) ,对 i∈ N 1 , j∈ N 2 ,恒有

　　 [ ( 1 - x )|aii|- xΛ′
i
1
] [ ( 1 - x )|a jj|- xΛ′

i
2
] >

x
2
Λ

′
i 2  Λ

′
i1 ,

则 A是拟对角占优矩阵 ,若还有 A∈ L
n× n

,则 A是 M-

矩阵 .

　　定理 5　设 A为不可约矩阵 ,若存在 x ∈ [
1
2
,

1) ,对 i∈ N 1 , j∈ N 2 ,恒有

　　 [ ( 1 - x )|aii|- xΛi
1
] [ ( 1 - x )|aj j|- xΛj

2
]≥

x
2Λi

2
 Λj

1
( 3)

且至少有一严格不等式成立 ,则 A是拟对角占优矩

阵 ,若还有 A∈ L
n× n

,则 A是 M-矩阵 .

　　证明　若 ( 3)式全为严格不等式 ,就成为定理 3

的情形 ,结论成立 . 故可设 ( 3)式中有等号成立 . 令

Ri = [ ( 1- x )|aii|- xΛi
1 ] /xΛi

2 ,当Λi
2 = 0时 ,取 Ri

= + ∞ , i∈ N 1; r j = xΛi
1 / [ ( 1 - x )|aj j|- xΛj

2 ] ,

 j∈ N 2 .由 ( 3)得 ,对 i∈ N 1 , j∈ N 2 ,有 Ri≥ rj ,

且至少有 1个严格不等式成立 ,现选取W使 max
j∈ N

2

r j = W

= min
i∈ N

1

Ri ,作矩阵:

　　D = {di|d i = W, i∈ N 2; di = 1, i∈ N 1 } ,

　　A1 = AD = (a
( 1)
ij ) ,

则当 i∈ N 1 ,Λi
2≠ 0时 ,有|a

( 1)
ii |= |aii|,Λ

( 1)
i
1 = Λi

1 ,

Λ
( 1)
i
2
= WΛi

2
,

　　Λ( 1)
i = Λ( 1)

i
1
+ Λ( 1)

i
2
= Λi

1
+ WΛi

2
≤

Λi
1
+ Ri  Λi

2
= Λi

1
+ { [ ( 1- x )|aii|- xΛi

1
]

÷ xΛi
2
}× Λi

2
=

Λi
1+ [ ( 1 - x )|aii|- xΛi

1 ]÷ x = (
1
x
-

1)|aii|≤ |aii|= |a( 1)ii |.

当Λi
2
= 0时 ,有

　　Λ( 1)
i = Λi < |aii|= |a( 1)ii |.

当 j∈ N 2 ,有|a ( 1)jj |= |a jj|,Λ( 1)
j
1
= Λj

1
,Λ( 1)

j
2
= WΛj

2
,

由

　　 r j = xΛj
1
÷ [ ( 1 - x )|ajj|- xΛj

2
]≤ W,

得 xΛj
1 ≤ ( 1 - x )W|aj j|- xWΛj

2 ,从而有 x (Λj
1 +

WΛj
2 ) ≤ ( 1 - x )W|aj j|,即

　　 xΛ( 1)
j ≤ ( 1 - x )|aj j|,故Λ( 1)

j ≤ ( 1
x
- 1)|a ( 1)j j |≤

|a ( 1)jj |.

由此知 A1为不可约 ,对角占优且至少有一行为

严格对角占优的 ,即 A1为不可约对角占优矩阵 ;从而

A1为拟对角占优矩阵 ,由此知 A是拟对角占优矩阵 .

若还有 A∈ L
n× n ,则 A是 M-矩阵 .

　　 定理 6　设 A是不可约矩阵 ,若存在 x ∈ [
1
2 ,

1) , i∈ N 1 , j∈ N 2 ,恒有

　　 [ ( 1 - x )|aii|- xΛ′
i
1
] [ ( 1 - x )|aj j|- xΛ′

j
2
]≥

x
2
Λ

′
i2  Λ

′
j1 ,

且至少有一严格不等式成立 ,则 A是拟对角占优矩

阵 ;若还有 A∈ L
n× n ,则 A是 M-矩阵 .

　　证明　 (此定理证明类似定理 5)

　　注:若取 x =
1
2 ,则定理 3～ 6即为文献 [2]中的

定理 3～ 6.
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