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摘要　设素数 p≥ 3,对模 p的任一原根 x ,且 1≤ x < p ,一定存在模 p 的唯一的原根 x-且 1≤ x- < p ,使得 xx-≡ 1

( modp ) .若 x与 x-具有相反的奇偶性 ,则 x就称为 Leh mer DH数 .本文利用广义 Klooste rmann和估计与三角

和估计研究模 p剩余系中 Leh mer DH数与其逆之差的分布 .
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Abstract　 Let p≥ 3 be a prime, for each primi tive roo t x modulo p with 1≤ x < p , it i s clea r

tha t th ere exists one and only one primi tive roo r x- modulo p w ith 1≤ x
- < p such that xx-≡ 1

( modp ) . The number x is called as Lehmer DH mumber if x and x- are o f opposi te pari ty. This

paper is to study the dist ribution property of Lehmer DH number by using the estimation of

general Kloostermann sum and trig onometric sum.

Key words　 Lehmer DH number, dist ribution property, primitiv e roo t , klo ostermann sum,

asympto tic fo rmula

1　主要结论

　　设素数 p≥ 3,对模 p的每一原根 x且 1≤ x < p ,

必存在唯一的模 p的原根 x
-且 1≤ x

- < p ,使得 xx
-≡ 1

( mod p ) .若 x与 x
-具有相反的奇偶性 ,则 x就称为

Lehmer DH数 . Lehmer DH数首先是由 Lehmer DH

在文献 [1 ]中提出 ,张文鹏教授在文献 [2]中对它进行

了推广 ,关于它的分布问题 ,许多学者进行过研究 ,如

设 A= {a|1≤a < p且 a是模 p的原根 } ,实数 0 <W
≤ 1,文献 [3]有分布性质

∑
a, a-∈ A

|a- a
-|≤Wp , 2 a+ a

-

|a - a
-|

k
=
Wk+ 1

k+ 1
p
k
h(p - 1) +

O ( pk+
1
2 4w (p - 1)

d
2 ( p ) ln2p ) ,

其中 aa
-≡ 1( mod p ) ,k为非负整数 .但对 k为非负实

数的情形 ,从未见到过任何结果 ,本文就是将 k推广

到非负实数 ,来讨论分布性质 .

　　 L ( p, k ,W) = ∑
a∈ A
∑
b∈ A

ab≡ 1(p )
|a - b|≤Wp , 2 a+ b

|a - b|k

得到如下分布的渐近公式 .

定理 1　设素数 p≥ 3,对任意的实数 0 <W≤ 1,

当实数 k≥ 0时有渐近公式

L ( p ,k ,W) = p
kh( p - 1) W

k+ 1

k + 1 -
W

k+ 2

k+ 2
+

O (pk+
1
2
+ X) ,

其中h(x )为 Euler函数 ,X为任意固定的正数 .

特别当 k= 0或W= 1时可得如下推论 .

推论 1　设 p≥ 3为素数 ,对任意的实数 0 <W≤ 1

有渐近公式

∑
a∈ A
∑
b∈ A

ab≡ 1(p )
|a - b|≤Wp , 2 a+ b

1=
1
2
W( 2 - W)h(p - 1) + O (p

1
2
+ X
) .

　　推论 2　设 p≥ 3为素数 ,对任意的正实数 k有

渐近公式

∑
a∈ A
∑
b∈ A

ab≡ 1( p )
2 a+ b

|a - b|
k
=

h( p - 1)
(k+ 1) (k + 2)

p
k
+ O ( p

k+
1
2
+ X
) .
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2　引理

为了给出定理的证明 ,我们首先引入如下引理 .

引理 1[ 5]　设素数 p≥ 3,对任意的整数 r , s及

m ,当 m r ,m s时有

∑
a∈ A
∑
b∈ A

ab≡ 1(p )

e
ra+ sb

m
=
h( p - 1)

p
2 e

(r + s ) (p + 1)
2m

 

sin
πpr
m

sin
πps
m

sin
πr
m

sin
πs
m

+ O (p
1
2
+ X) .

其中 e( y )= e
2πi y
.

引理 2
[5 ]
　设 n≥ 3是正整数 ,实数 0 <W≤ 1,对

任意的非负实数 k有

∑
n

a= 1
∑

n

b= 1
a= b+ m

∑
[nW]

m= 1
m

k = n
k+ 2 W

k+ 1

k+ 1
-
Wk+ 2

k + 2
+ O (nk+ 1 ) .

　　引理 3　设整数 n≥ 3,实数 0 <W≤ 1,对任意的

实数 k≥ 0有估计式

　　∑
n

a= 1
∑

n

b= 1
a= b+ m

∑
[nW]

m= 1
( - 1)

m
m

k
 n

k+ 1
.

　　证明　∑
n

a= 1
∑

n

b= 1
a= b+ m

∑
[nW]

m= 1
( - 1)

m
m

k
=∑

[nW]

m= 1
( - 1)

m
m

k∑
n - m

b= 1
1

= ∑
[nW]

m= 1
( - 1)

m
m

k
( n - m ) = n∑

[nW]

m= 1
( - 1)

m
m

k
-∑

[nW]

m= 1
( -

1)mm
k+ 1 nn

k+ n
k+ 1 n

k+ 1 .

　　引理 4　设整数 n≥ 3,对任意的非负整数 r ,当

0 < W≤ 1,k≥ 0时有三角和估计式

　　∑
[Wn ]

m= 1
m

k
e
rm
n
 

n
k

sin
πr
n

,　 (n r ) .

　　∑
[Wn ]

m= 1
( - 1)mmk e

rm
n
 

n
k

cos
πr
n

,　 (n r ) .

　　证明　我们只证第一式 ,第二式类似可证 .因为

n r ,则

∑
[Wn ]

m= 1
m

k
e

rm
n

1- e
r
n

= ∑
[nW]

m= 1
m

k
e (

rm
n
) - ∑

[nW]

m= 1
m

k
e

(
r (m+ 1)

n
)= ∑

[Wn ]

m= 1
(m

k
- (m- 1)

k
) e

rm
n

+ O(n
k
) 

∑
[Wn ]

m= 1
(m

k
- (m- 1)

k
)+ O (n

k
) n

k
.

于是得 n r时　　∑
[Wn ]

m= 1
m

k
e
rm
n
 n

k

sin
πr
n

.

3　定理的证明

有了上面的引理 ,我们就很容易给出定理的证

明 .

　　 证明 　 L ( p , k ,W) = ∑
a∈ A
∑
b∈ A

ab≡ 1( p)
|a- b|≤Wp , 2 a+ b

|a - b|
k
=

∑
a∈ A
∑
b∈ A

ab≡ 1( p )
|a - b|≤Wp

1
2
[1- ( - 1) a+ b ]|a - b|

k= 1
2
∑
a∈ A
∑
b∈ A

ab≡ 1( p )
|a- b|≤Wp

|a - b|
k

-
1
2
∑
a∈ A
∑
b∈ A

ab≡ 1( p )
|a - b|≤Wp

( - 1)a+ b|a- b|
k L1+ L 2 ,

注意到三角恒等式　　∑
n

a= 1
e
am
n

=
n,n|m;
0,n m .

得主项

L1=
1
2
∑
a∈ A
∑
b∈ A

ab≡ 1(p )
|a- b|≤Wp

|a - b|
k
= ∑

[Wp ]

w= 1
∑
a∈ A
∑
b∈ A

ab≡ 1( p )
a= b+ w

w
k
= ∑

[Wp ]

w= 1
∑
a∈ A
∑
b∈ A

ab≡ 1(p )

w
k 1
2p
∑
2p

u= 1
e
u (a- b- w )

2p
= 1
2p
∑
[Wp ]

w= 1
w

k∑
a∈ A
∑
b∈ A

ab≡ 1(p )

1+

1
2p∑

2p - 1

u= 1 ∑
[Wp ]

w= 1
w

k
e -

uw
2p ∑a∈ A

∑
b∈ A

ab≡ 1( p)

e
u (a- b )

2p ,

利用引理 1,并令 m = 2p, r = u, s = - u得

L1= h( p - 1)
2p
∑
[Wp ]

w= 1
w

k+ 1
2p
∑
2p- 1

u= 1 ∑
[Wp ]

w= 1

w
k e - uw

2p
·

h(p - 1)
p
2 ∑

p

c= 1

e
uc
2p

2

+ O (p
1
2
+ X) =

h(p - 1)
2p

3 ∑
[Wp ]

w= 1
w

k∑
p

a= 1
∑

p

b= 1
∑
2p

u= 1
e

u(a - b- w )
2p +

O p
-
1
2
+ X∑

2p - 1

u= 1
∑
[Wp ]

w= 1
w

k
e -

uw
2p

=

　
h( p- 1)

p
2 ∑

p

a= 1
∑

p

b= 1
a= b+ w

∑
[Wp ]

w= 1
w

k+

O p
-
1
2
+ X∑

2p - 1

u= 1
∑
[Wp ]

w= 1
w

k
e -

uw
2p

,

由引理 2、引理 4得　　

L1= h( p- 1) p
k W

k+ 1

k+ 1
-
Wk+ 2

k+ 2
+ O ( p

k+
1
2
+ X)

同样利用三角和恒等式与引理 1得

L2= -∑
[Wp ]

w= 1
∑
a∈ A
∑
b∈ A

ab≡ 1( p )

( - 1)
w
w

k 1

2p
∑
2p

u= 1
e

u (a- b- w )

2p
=

-
1

2p
∑
[Wp ]

w= 1
(- 1)

w
w
k∑

a∈ A
∑
b∈ A

ab≡ 1( p)

1-

1

2p
∑
2p - 1

u= 1 ∑
[Wp ]

w= 1

(- 1)
w
w
k
e -

uw

2p
∑
a∈ A
∑
b∈ A

ab≡ 1(p )

e
u (a- b )

2p
=

-
h( p- 1)

2p
∑
[Wp ]

w= 1
( - 1)

w
w

k
-
h(p- 1)

2p
3 ·

∑
2p - 1

u= 1
∑
[Wp ]

w= 1
( - 1)

w
w

k
e -

uw

2p
∑

p

c= 1
e

uc

2p

2

+
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　O
p
1
2
+ X

p
∑
2p - 1

u= 1
∑
[Wp ]

w= 1
(- 1)

w
w
k
e -

uw

2p
=

　 -
h(p - 1)

p
2 ∑

p

a= 1
∑

p

b= 1
a= b+ w

∑
[Wp ]

w= 1
( - 1)wwk+

O p
1
2
+ X

p ∑
2p - 1

u= 1
∑
[Wp ]

w= 1

( - 1)wwk e - uw
2p

,

由引理 3、引理 4可得

　　 L2 
h(p - 1)

p
2 p

k+ 1 +
p
1
2
+ X

p
∑
2p- 1

u= 1

p
k

cos
πu
2p

 

p
k+

1
2
+ X,

于是可得　　　

　　L (p ,k ,W) = h( p - 1) p
k Wk+ 1

k + 1
-
Wk+ 2

k+ 2
+

O ( p
k+

1
2
+ X
) .
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过程 ( p-ij ( t ) ; i , j∈ E , t≥ 0)是唯一且强遍历的 , 因

此方程

　　∑
j∈ E

q-ij yj+ 1≤ 0,∑
j≠ 0

q-0j yj < ∞ .

即方程

　　λi ( yi+ 1 - yi ) + _ i ( yi- 1 - yi ) + 1≤ 0, i≥ 1.

( 12)

有非负一致有界解 {yi , i≥ 0} .

　　又因为　∑
j∈ E

qi j yj + 1= _ i ( yi- 1 - yi )+ λi ( yi+ 1

- yi ) - d iyi+ 1≤ _ i (yi- 1 - yi ) + λi (yi+ 1 - yi )+

1;

故 { yi , i≥ 0}也是∑
j∈ E

qi jyj + 1≤ 0的非负一致有界

解 ,且

　　∑
∞

j= 1

cj yj≤ sup
i

yi∑
∞

j= 1

cj < ∞ .

故 { yi ; i≥ 0}为 ( 5)的非负一致有界解 ,因而 Q-过程

强遍历 .
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