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摘要　讨论一类具有基于比率型 HollingⅢ型功能性反应且含时滞的阶段结构的捕食被捕食模型。 通过利用比

较原理 ,得到了系统一致持久性 ;通过构造 Razumikhin函数 ,得到了系统存在唯一且一致渐近稳定的正概周期

解的条件。
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Abstract　 A nonautonomous stag e-st ructured prey-preda to r model w ith time-delays and ratio-

dependent HollingⅢ functional response is discussed. By the comparison theo rem , the system

in this paper is uni fo rmly persistent. The conditions of the existence and uniqueness o f the posi-

tiv e almost periodic solution w hich is uni fo rmly asymptotically stable are obtained by the Razu-

mikhin function method.

Key words　 prey-predator system , prey-predator stag e-st ructure model w ith time-delay , almost

periodic solution

　　在种群动力学的研究中 ,种群的持久性问题一直

是一个有趣并且重要的问题 .为使模型更加准确和实

用 ,越来越多的现实因素被考虑到模型中来 .考虑阶

段结构的文章 [1～ 4 ]都得到了好的结果 .在文献 [5 ]中 ,

提出了一个捕食者通过捕食而增加体质的阶段结构

捕食如下模型:

x
 
i ( t ) = Txm ( t ) - Vx i ( t ) - Te

-Vf
xm ( t - f) ,

x
 
m ( t ) = Te

-Vf
xm ( t - f) - Ux

2
m ( t ) + kθxm ( t )y ( t ) ,

y
 ( t ) = y ( t ) [V- θxm ( t ) - by ( t ) ].

(* )

但是对于周期和概周期情况下 ,具有“基于比率”的
Ho llingⅢ 功能性反应函数的模型很少被人们讨论 .

本文拟讨论模型如下:

x
 
1 ( t ) = T( t )x 2 ( t ) - V( t ) x1 ( t ) - T( t - f)  

　　 e-∫
t
t-f
V( s) ds

x 2 ( t - f) f 1x ,

x
 
2 ( t ) = T( t - f) e

-∫tt-fV(s ) ds x 2 ( t - f) - U( t )  

　　 x
2
2 ( t ) + k ( t )e ( t ) x2 ( t )x

2
3 ( t ) /(h ( t )x

2
2 ( t ) +

　　g ( t ) x
2
3 ( t ) ) f 2x ,

x
 
3 ( t ) = x 3 ( t ) [b ( t ) - d ( t )x 3 ( t ) - e( t )  

　　 x2 ( t )x 3 ( t ) /(h ( t )x
2
2 ( t ) + g ( t )x

2
3 ( t ) ) ]

　　 f 3x

xi (θ) = Oi (θ) , i = 1, 2, 3.θ∈ [- f, 0 ].

( 1)

其中 x 1 ( t ) , x2 ( t )分别表示捕食者的幼年和成年种群

在时刻 t的数量 ; x3 ( t )表示食饵种群在时刻 t的数量 ;

k ( t )是转化系数 ; e ( t ) ,h ( t ) , g ( t )表示 HollingⅢ类功
能性反应函数中的系数 ; f是与捕食者种群成熟期有

关的正常数 ;T( t - f) x2 ( t - f) exp{-∫
t

t-f
V(s ) ds}表

示幼年种群 x1从时刻 t - f到时刻 t转化为成年种群

的比率 ; 假设 T( t ) ,V( t ) ,e ( t ) ,k ( t ) ,h ( t ) ,b( t ) ,d ( t ) ,
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U( t )是严格正的且有正下界的连续有界函数。本文
自始至终采用下列记号: 设k( t )是一个连续的存在

正下界的有界函数 , 记 k- = supt∈ R {k( t ) } , k=

inft∈ R {k( t ) }.简记 x ( t ) = (x 1 ( t ) , x 2 ( t ) ,x 3 ( t ) ) , f x =

( f 1x , f 2x , f 3x ) , R3
+  {x ∈ R

3|xi≥ 0, i = 1, 2, 3} ,并

有

0 < min{T,V,U,e,k ,U,h ,g ,b,d }≤ max {T-,V-,U-,e-,k-,

U- ,h-, g- ,b-, d-} <+ ∞ .

　　如果 x∈ IntR3
+ ,则表示 x > 0.出于生物意义的

考虑 ,仅考虑 ( 1)在 IntR
3
+ 中的性质 .设 C

+
 C ( [-

f, 0] , R3
+ )是由具有范数‖ O‖ = supt∈ [-f, 0]|O(θ)|,O

∈ C
+ , (|O(θ)|= ∑

3

i= 1

|Oi (θ)|)的非负连续有界函数

组成的 Banach空间 .定义 ( 1)的初始条件如下

　　 x ( t ) = O∈ C
+ , t∈ [- f, 0] ,O( 0) > 0. ( 2)

考虑到初值的连续性 ,假设

x 1 ( 0) =∫
0

-f
T(s )x 2 (s ) e∫

s
0
V(θ) dθds .

1　一致持久

　　 引理 1　 若 ( 1)满足初始条件 ( 2) ,则 IntR3
+ 是

( 1)的正向不变集 .

　　证明　证明方法类似文献 [6 ]中的定理 1的证

明 .

　　仿照文献 [6 ]中定理 2的证明 ,可得引理 2和引

理 3.

　　引理 2　考虑方程 x
 ( t ) = B 1x ( t - f) + B2x ( t )

- B3x
2 ( t ) ,其中 Bi , ( i = 1, 2, 3)为正常数 .初始条件

为 x ( t ) = O( t ) > 0, t∈ [- f, 0 ] ,则 lim
t→+ ∞

x ( t ) =

B1 + B2

B3
.

　　引理 3　 考虑下列不等式
　　 x

 ( t )≥ B1x ( t - f)+ B2x ( t ) - B3x
2 ( t ) . ( t≥ 0,

x ( 0) > 0) .

对任意的X> 0,存在一个 T > 0,当 t≥ T时 ,有 x ( t )

≥
B1 + B2

B 3
- X;或者

　　 x
 ( t )≤ B1x ( t - f)+ B2x ( t ) - B3x

2 ( t ) . ( t≥ 0,

x ( 0) > 0) .

对任意的X> 0,存在一个 T′> 0,当 t≥ T′时 ,有

x ( t )≤
B1+ B2

B3
+ X.

　　定理 1　 假设 ( 1)满足 ( 2)和

　　 2b h g > e
-, ( 3)

则系统 ( 1)是一致持久的 .

　　证明　根据引理 1, IntR3
+ 是 ( 1)的正不变集 .由

( 1)的第二式可得 ,

　　 x
 
2 ( t ) ≤ T exp{ - Vf}x 2 ( t - f) - Ux

2
2 ( t ) +

k-e-

g
x 2 ( t ) ,

据引理 2和引理 3,从而存在 T 1 ,当 t > T 1+ f时 ,得

x2 ( t )≤ M2 (

T-exp{ - Vf} + k
-
e
-

g

U
+ X, (其中 x 2 ( 0)

≤ M2 ,X是充分小的正常数 ) , 类似可得 , x 2 ( t )≥
Tx 2 ( t - f) exp{- V-f} - U-x 2

2 ( t ) ,从而存在一个 T 2 (>

T 1 ) ,当 t > T 2+ f时 ,x 2 ( t )≥ m 2 
Texp{- V-f}

2U
-

X> 0,

　　根据微分不等式原理 ,由 ( 1)的第一式 ,得

　　 x
 
1 ( t )≤TM2 - Tm 2exp{ - V-f} - V-x1 ( t ) ,

从而 ,存在 T 3 (> T2 ) ,当 t≥ T3时 ,使得 x1≤ M1 

T-M2 - Tm2exp{ - V-f}
V-

+ X, (其中 x 1 ( 0)≥ M1 ) .再由

( 1)的第一式可得

　　 e∫
t
0
V(s ) ds
 x
 
1 ( t ) = [T( t )x 2 ( t ) - T( t - f) x2 ( t -

f) e-∫
t
t-f
V(s ) ds ]e∫

t
0
V(s ) ds - V( t )x 1 ( t ) e∫

t
0
V(s ) ds ,

则
d
dt

[x 1 ( t ) e∫
t
0
V( s) ds ]=

d
dt

[∫
t

t-f
T(s )x 2 (s ) e∫

t
0
V(s ) ds ].从 0到

t积分得 ,

x1 ( t ) = e-∫
t
0
V(s ) ds [x 1 ( 0) -∫

0

-f
T(s )x 2 (s ) e∫

t
0
V(θ)dθds ] +

e
-∫t0V(s ) ds∫

f

0
T( t - u )x 2 ( t - u ) e∫

t- u
0
V(θ) dθ

du =

e-∫
t
0
V(s ) ds [x1 ( 0) -∫

0

-f
T(s )x 2 (s ) e∫

s
0
V(θ) dθds ] +∫

f

0
T( t -

u )x 2 ( t - u) e∫
t- u
t
V(θ) dθ

du≥∫
f

0
Tm2e

-V-u
du = Tm2 ( 1 -

e-V
-f)V-- 1 m1 .

从而 ,x 1 ( t )≥ m1 , ( t > f,且 x 1 ( 0)≥ m1 ) .据 ( 1)的第

三式得 x
 
3 ( t )≤ x 3 ( t ) [b- - dx 3 ( t ) ] ,则 ,存在 T 4 (>

T 3 ) ,当 t≥ T 4+ f且 x 3 ( 0)≤ M3 
b
-

d
+ X时 ,x 3 ( t )

≤ M3 .

　　再由 ( 1)的第三式 ,

　　 x
 
3 ( t ) ≥ x 3 ( t ) [b - d

-
x3 ( t ) - e

-
x 2 ( t ) x3 ( t ) /2

g h x2 ( t )x 3 ( t ) ] = x 3 ( t ) [b - d
-
x 3 ( t ) - e

-/2 g h ].

据条件 ( 3) ,可得存在 T 5 (> T4 ) ,当 t≥ T5 + f且

x3 ( 0)≥ m3 
1
2d-

(b - e
-/2 g h ) ,可得 x 3≥ m 3 .

　　综上所证 ,当 t > T 5+ f时 ,有 0 <mi≤ xi ( t )≤

Mi <+ ∞ , i = 1, 2, 3成立 .因此 ,定义集合 S {x∈
IntR3

+ |0 < m≤ xi≤ M <+ ∞ , i = 1, 2, 3}.即 S是

系统 ( 1)的正的最终有界不变集 ,则系统 ( 1)是一致

持久的 .定理 1得证 .

　　注　根据上面的讨论 ,可以选取 S为 ( 1)的初始

空间 .则 S是系统 ( 1)的不变集 ,且满足此初始空间的
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解是唯一且有界的 ,从而可以选取 T5 + f= 0.从而

在讨论 ( 1)满足 ( 2)的解的性质时 ,可以相应讨论在

集合 S中的性质 .比如讨论 ( 1)的解的全局吸引性 .

2　概周期解

　　方程 ( 1)的乘积方程是

y
 
1 ( t ) = T( t ) y2 ( t ) - V( t ) y1 ( t ) - T( t )  

　　 e
-∫t

t- f
V( s) ds

y2 ( t - f) f 1y ,

y
 
2 ( t ) = T( t ) e-∫

t
t-f
V(s ) ds

y2 ( t - f) - U( t ) y22 ( t ) +

　　 k ( t )e ( t )y2 ( t )y23 ( t ) /(h ( t ) y22 ( t ) + g ( t )  

　　 y
2
3 ( t ) ) f 2y ,

y
 
3 ( t ) = y3 ( t ) (b( t ) - d ( t )y3 ( t ) - e ( t ) y2 ( t )  

　　 y3 ( t ) /(h ( t ) y22 ( t ) + g ( t )x 2
3 ( t ) ) ) f 3y

yi (θ) = ji (θ) , i = 1, 2, 3.θ∈ [- f, 0 ].

( 4)

仿照前面定义 y ( t ) = ( y1 ( t ) ,y 2 ( t ) , y3 ( t ) ) , f y =

( f 1y , f 2y , f 3y ) .并记 ( 1)的相伴系统为

　　 x
 = f x , y = f y . ( 5)

　　定理 2　假设 ( 1)满足条件 ( 2)和 ( 3) ,且满足下

列条件

　　 - d + 2e-h-M3
2M3 / (h-M2

2+ g
-
M

2
3 ) 2+ e

-
m2 (g-M2

3 -

hm
2
2 ) /(h-M2

2 + g
-
M

2
3 ) 2 < 0, ( 6)

T-- 2Um2 - hm
2
2m

2
3 e / (h-M2

2+ g
-
M

2
3 ) 2+ e

-
h
-
M

2
2M

4
3 /(hm2

2

+ gm
2
3 )

2
+ e

-
M3 (h-M

2
2 - gm

2
3 ) /(hm

2
2+ gm

2
3 )

2
< 0,

( 7)

则 ( 1)存在唯一正的概周期解 p ( t )且是一致渐近稳

定的 .当系统 ( 1)是 t的k-周期系统时 ,相应结论仍成

立 .

　　证明　根据以上的讨论 ,仅讨论当 t≥ 0, x∈ S

时的性质 .定义 Razumikhin函数为

　　V ( t ) V ( t , x ( t ) , y ( t ) ) = ∑
2

i= 1
|xi ( t ) - yi ( t )|+

|lnx 3 ( t ) - lny3 ( t )|,

且 V满足文献 [7]中定理 1的条件 .容易验证 V满足

文献 [7]中定理 1的条件 (Ⅰ )和 (Ⅱ ) .下面验证条件

(Ⅲ ) .根据微分中值定理 ,可得 l∑
3

i= 1|xi ( t ) - yi ( t )|

≤ V ( t , x ( t ) , y ( t ) )≤ L∑
3

i= 1|xi ( t ) - yi ( t )|.其中 , l

 min{ 1, 1
M3

} , L max { 1, 1
m3

} .选取 P (s ) = L
l
s >

s > 0,a (s ) = ls > 0,b(s ) = Ls > 0, (s> 0) .b( 0) =

a ( 0) = 0,当 V ( t+ θ,x ( t+ θ) , y ( t+ θ) )≤ P (V ( t ,

x ( t ) ,y ( t ) ) ) , (θ∈ [- f, 0] )时 ,

D
+
V ( t )|( 5) = ∑

2

i= 1

sign( xi ( t ) - yi ( t ) ) ( x i ( t ) - y
 
i ( t ) )

+ sign( x3 ( t ) - y3 ( t ) ) (
x
 
3 ( t )
x3 ( t )

-
y
 
3 ( t )
y3 ( t )

)≤ - V|x 1 ( t )

- y1 ( t )|+ {T-e-Vf- Te-V
-f}|x2 ( t - f) - y2 ( t - f)|

+ {T-- 2Um 2 -
hm

2
2m

2
3 e

(h-M2
2 + g-M2

3 ) 2
+

e
-
h
-
M

2
2M

4
3

(hm2
2 + gm

2
3 ) 2

+

e-M3 (h-M2
2 - gm

2
3 )

(hm
2
2 + gm

2
3 )

2 }|x 2 ( t ) - y2 ( t )|+ {- d +

2e-h-M
3
2M3

(h-M2
2 + g

-
M

2
3 ) 2

+
e
-
m2 (g-M

2
3 - hm

2
2 )

(h-M2
2+ g

-
M

2
3 ) 2

}|x 3 ( t ) - y3 ( t )|

≤ - CV ( t ) .

其中 Mi ,mi , ( i = 1, 2, 3)见定理 1.由条件 ( 6)和 ( 7)

得

- C max { - V,T- - 2Um2 -
hm

2
2m

2
3 e

(h-M2
2+ g-M2

3 ) 2
+

e-h-M2
2M

4
3

(hm
2
2 + gm

2
3 )

2 +
e
-
M3 (h-M

2
2 - gm

2
3 )

(hm
2
2 + gm

2
3 )

2 ,m 3 [ - d +

2e-h-M
3
2M3

(h-M2
2 + g

-
M

2
3 ) 2

+
e
-
m 2 ( g-M2

3 - hm
2
2 )

(h-M2
2 + g

-
M

2
3 ) 2

] } +
L
l
max { 1,

T-e-Vf - Te-V
-f} < 0.

　　根据文献 [8]中定理 1. 3,对于任意的初始条件

( 2) ,系统 ( 1)存在唯一解 ,且由前面的证明 ,此解当 t

充分大时有界 .从而根据文献 [7]的定理 1, ( 1)存在

唯一正的概周期解 x ( t ) ,且 mod( x ) mod( f ) .从而

对周期系统也成立 .证毕 .
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