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摘要　研究具有食饵补充且捕食者具有阶段结构的捕食系统 ,得到了系统持续生存和周期解存在及全局吸引的

充分条件 .
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Abstract　 A predato r-prey sy stem with stag e-st ructure fo r predator and prey supplement is

studied. The sufficient condi tions a re obtained for gua ranteeing the permanence o f the system

and the ex istence of a po sitiv e periodic solution which is globally at t ractiv e.
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　　捕食系统是自然界中重要的生态系统 ,具有食饵

补充的捕食系统也是常见的系统 ,如在农村地区 ,由

于农药 ,化肥对某一地区生态环境的影响 ,使得这一

地区的某些昆虫迁向其它地区 ,从而成为其它地区某

些鸟类的食饵 ,即对其补充了食饵 .本文主要研究具

有食饵补充且捕食者具有阶段结构的捕食模型的一

些性质 .假定成年捕食者有捕食能力 ,幼年捕食者没

有捕食能力 .

　　研究下列模型:

x′( t ) = θ( t ) x ( t ) - U( t ) x 2 ( t ) - a ( t )x ( t ) y2 ( t ) +

　　　　h( t ) ,
y′1 ( t ) = b ( t ) y2 ( t ) + k ( t )a( t )x ( t ) y2 ( t ) -

　　　　D ( t ) y1 ( t ) - r 1 ( t ) y1 ( t ) - r2 ( t ) y21 ( t ) ,

y′2 ( t ) = D ( t )y1 ( t ) - r 3 ( t ) y2 ( t ) - r4 ( t ) y22 ( t ) ,

( 1)

其中 x ( 0) > 0, yi ( 0) > 0, ( i = 1, 2) . x ( t )表示食饵

种群 x在时刻 t的规模 , y1 ( t ) , y2 ( t )分别表示幼年 ,

成年捕食者在时刻 t的规模 ,θ( t )表示种群 x的内禀

增长率 ,D ( t )表示幼年捕食者转化为成年的转化率 ,

y1 ,y2的死亡率是 logistic型 ,即分别为 r 1 ( t )y 1 ( t ) +

r 2 ( t ) y21 ( t )和 r3 ( t ) y2 ( t ) + r4 ( t ) y22 ( t ) .k ( t )a ( t ) x ( t )  

y2 ( t )表示在时刻 t由于成年捕食者捕食食饵而增加

的生育能力 ,h( t )表示食饵的补充率 .对于 [0, + ∞ )

上的连续有界的正函数 f ( t ) ,记 f = inf f ( t ) , f =

supf ( t ) .设θ( t ) ,U( t ) ,a( t ) ,b( t ) ,h( t ) , D ( t ) , ri ( t ) , ( i

= 1, 2, 3, 4) 都是连续的严格正的有界函数 , 且

min{θ,U,a ,b ,h,k ,D , ri } > 0, max {θ,U,a ,b,h,k , D ,

ri } <+ ∞ , i = 1, 2, 3, 4.

　　记 R
3
+ = { ( x ,y1 , y2 )|x > 0, yi > 0, i = 1, 2} .

1　持续生存

　　定义 1　若存在紧集 E R
3
+ 使得系统 ( 1)的任

何解最终停留在 E内 ,则称系统 ( 1)是持续生存的 .

(其中紧集 E距坐标超平面有一严格正距离 . )

　　引理 1　 R
3
+ 是系统 ( 1)的正不变集 .
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　　证明
　　 x′|x( t)= 0 = h( t ) > 0,

　　 y′1|y
1
( t)= 0 = b( t )y 2 ( t )+ k ( t )a ( t ) x ( t ) y2 ( t ) > 0,

　 x ( t ) > 0, y2 ( t ) > 0,

　　 y′2|y
2
( t)= 0 = D ( t ) y1 ( t ) > 0, y1 ( t ) > 0.

　　所以 , R
3
+ 是系统 ( 1)的正不变集 .

　　引理 2　 系统 ( 1)的解关于 R
3
+ 是最终有界的 .

　　 证明 　 作函数 P ( t ) = hx ( t ) + h1y1 ( t ) +

h2y2 ( t ) ,其中 h ,h1 ,h2为待定的正常数 .函数 P ( t )沿

系统 ( 1)的导数为:

　　P′( t ) = hx′( t ) + h1y
′
1 ( t ) + h2y

′
2 ( t ) =

hθ( t ) x ( t ) - hU( t ) x
2
( t ) - ha ( t ) x ( t ) y2 ( t )+ hh( t )+

h1b( t ) y2 ( t ) + h1k ( t )a ( t )x ( t ) y2 ( t ) - h1D ( t ) y1 ( t ) -

h1r 1 ( t ) y1 ( t ) - h1r2 ( t ) y21 ( t ) + h2D ( t ) y1 ( t ) -

h2r 3 ( t ) y2 ( t ) - h2r4 ( t ) y
2
2 ( t ) ,

　　P′+ cP = [hθ( t ) + ch - hU( t ) x ( t ) ]x ( t ) +
[h2D ( t ) + ch1 - h1D( t ) - h1r1 ( t ) - h1r2 ( t )y1 ( t ) ]  

y1 ( t ) + [ch2 - h2r 3 ( t )+ h1b ( t ) - h2r4 ( t )y2 ]y2 ( t )+

[h1k ( t )a ( t ) - ha ( t ) ]x ( t ) y2 ( t ) + hh( t ) .

　　设 k1 ( t ) = hθ( t )+ ch ,k2 ( t ) = h2D ( t ) - h1D ( t )

- h1r1 ( t ) + ch1 , K 3 ( t ) = ch2 - h2r3 ( t ) + h1b ( t ) ,

则　P′+ cP= [k1 ( t ) - hU( t )x ( t ) ]x ( t )+ [k2 ( t ) -

h1r 2 ( t ) y1 ( t ) ]y1 ( t ) + [k3 ( t ) - h2r 4 ( t ) y2 ( t ) ]y2 ( t ) +

[h1k ( t )a ( t ) - ha ( t ) ]x ( t ) y2 ( t ) + hh( t ) .

　　为使 h1k ( t )a ( t ) - ha( t )≤ 0,可选取 h1 = h2 =

1,h = k .

　　可选取某正整数 c,使得 ki ( t ) > 0, ( i = 1, 2, 3) .

　　从而 P′+ cP≤ x ( t ) [k1 - kUx ( t ) ]+ y1 ( t ) [k2

- r2y1 ( t ) ]+ y2 ( t ) [k3 - r4 y2 ( t ) ]+ kh.

　　由于 x ( t ) [k1 - kUx ( t ) ] , y1 ( t ) [k2 - r2 y1 ( t ) ] ,

y2 ( t ) [k3 - r4y2 ( t ) ]的二次项的系数均为负 ,所以可

找到某一个正常数 A> 0,使得 P′+ cP≤ A.从而 P

= P ( t )≤
A
c
+

B
e
ct , B是某个适当的常数 . lim

t→+ ∞
P ( t )

≤
A
c
,可取一个常数 L >

A
c
,使得当 t大于某个 T时 ,

有 P ( t )≤ L .

　　令 E1 = { (x , y1 , y2 ) ∈ R
3
+ |P ( t )≤ L } ,

则 E1是系统 ( 1)的最终有界区域 .

　　定理 1　 若系统 ( 1)的系数满足下列条件:

( H1 ) D - r3 > 0,

　　 ( H2 ) b + k al 1 - D - r1 > 0,

其中

　　 0 < l 1 < x
*
,

　　 x
* =

θ- aL + (θ- aL )
2
+ 4Uh

2U
> 0,令 l 2

= min{
D - r3

r4
,
b+ k al1 - D - r 1

r 2
} ,

则系统 ( 1)是持续生存的 .

　　证明　定义 v 1 ( t ) = x ( t ) .沿系统 ( 1)的正解计

算 v 1 ( t )的上右导数:

v′1 ( t ) = x′( t ) = θ( t ) x ( t ) - U( t )x 2 ( t ) - a( t )x ( t )  

y2 ( t ) + h( t )≥θx ( t ) - Ux
2
( t ) - aLx ( t ) + h= -

Ux2 ( t ) + (θ- aL ) x ( t ) + h,

　　 ( i)当 x ( t )≥ l1时 , x′( t )|x( t)= l
1
≥ - Ul21+ (θ-

aL ) l1 + h> 0.所以 , x ( t )≥ l1 , ( t≥ 0) .

　　 ( ii) 当 0 < x ( t )≤ l1时 , x′( t )≥ q > 0. q =

min{ - Ul
2
1+ (θ- aL ) l1 + h,h} .

　　所以存在 T1 > 0,当 t≥ T1时 , x ( t )≥ l1 .

　　定义 v2 ( t ) = min{ y1 ( t ) ,y2 ( t ) }.沿系统 ( 1)的正

解计算 v 2 ( t )的上右导数:

　　 ( i)若 y1 ( t ) > y2 ( t )或 y1 ( t ) = y2 ( t )且 y′1 ( t )≥
y′2 ( t ) ,则

D
+
v 2 ( t ) = y′2 = D ( t )y1 ( t ) - r 3 ( t ) y2 ( t ) -

r 4 ( t ) y22 ( t )≥ Dy2 ( t ) - r3 y2 ( t ) - r 4y
2
2 ( t ) = y 2 ( t ) [D

- r 3 - r4 y2 ( t ) ] ,

　　 ( ii)若 y1 ( t ) < y2 ( t ) ,或 y1 ( t ) = y2 ( t )且 y′1 ( t )

≤ y′2 ( t ) ,则

D
+
v 2 ( t ) = y′1 = b( t )y 2 ( t ) + k ( t )a( t )x ( t )y 2 ( t ) -

D ( t ) y1 ( t ) - r 1 ( t ) y1 ( t ) - r 2 ( t ) y21 ( t )≥ by1 ( t ) + k

al1y1 ( t ) - Dy1 ( t ) - r1 y1 ( t ) - r 2y
2
1 ( t ) = y1 ( t ) [b+

k al 1 - D - r1 - r 2y1 ( t ) ] ,

当 v 2 ( 0)≥ l 2时 ,

　　 v′2 ( t )|v2(t )= l2≥ l2 (D - r3 - r 4l 2 )≥ 0,

或 v′2 ( t )|v
2
(t) = l

2
≥ l2 (k al 1+ b - D - r 1 - r 2l 2 )≥ 0,

所以 v2 ( t )≥ l2 . ( t≥ 0) .

　　 当 v2 (o) < l2时 ,则存在 T 2 > 0,当 t≥ T2时 ,

v2 ( t )≥ l 2 . (用反证法 )

　　若不成立 ,则 v2 ( t ) < l 2 ,从而存在某个W> 0,使

v2 ( t ) - l 2≤ - W.

D
+
v 2 ( t )≥ y2 ( t ) [D - r3 - r 4 ( l 2 - W) ]= y2 ( t ) (D -

r 3 - r4 l2 + r 4W)≥ r 4Wy2 ( t ) = r 4Wv2 ( t )

或者 D
+
v2 ( t )≥ y1 ( t ) [b+ k al 1 - D - r 1 - r2 ( l2 -

W) ] = y1 (b+ k al 1 - D - r1 - r 2l 2+ r2W)≥ r2Wy1 ( t )

= r 2Wv 2 ( t ) ,

取 r = min{ r2 , r4 } ,则 D
+

v2 ( t )≥ rWv2 ( t ) ,v2 ( t )≥

v2 (o) erWt→+ ∞ . ( t→+ ∞ ) .矛盾 .

　　故 v2 ( t )≥ l 2. ( t≥ T2 ) .

令 E = { (x , y1 ,y2 )∈ R
3
+ |P ( t )≤ L , x≥ l1 , yi

≥ l 2 , i= 1, 2} .则紧集 E是系统 ( 1)的最终有界区域 .

所以系统 ( 1)是持续生存的 .
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2　周期解

　　定理 2　设系统 ( 1)的所有系数是连续的正的k

周期函数 ,且满足定理 1的条件 .则系统 ( 1)存在正的

k周期解 .

　　证明 　设 Z ( t ) = (x ( t ) , y1 ( t ) , y2 ( t ) )是系统

( 1)的初值为 Z0 = (x
0
, y

0
1 , y

0
2 )的正解 .定义 Poinca re

映射 Q: R
3
+→ R

3
+ Q( Z0 ) = Z (k, Z0 ) = ( x (k; x

0
, y

0
1 ,

y
0
2 ) , y1 (k; x0 , y01 , y02 ) , y2 (k; x 0 ,y01 , y02 ) )因为紧集 E是

系统 ( 1)的最终有界区域 ,由 Brouw er不动点定理

知:映射 Q在 E中存在不动点 .设此不动点为 ( x- , y1 ,

y2 ) .则 x
-= x (k; x-, y1 , y2 ) ,y1 = y1 (k; x- , y1 , y2 ) , y-2 =

y2 (k; x- , y1 , y2 ) . 即 (x ( t; x- , y1 , y2 ) , y1 ( t ; x-, y1 , y2 ) ,

y2 ( t; x- , y1 , y2 )是系统 ( 1)的正的 k周期解 .定理得

证 .

　　定理 3　设系统 ( 1)的所有系数是连续的正的k
周期函数 ,满足定理 1的条件 ,且满足下列不等式:

　　 ( H3 )θ+ (k + 1) aL < 2Ul 1 ,

　　 ( H4 ) aL < (r 3+ 2 r4l 2 - b - aL ) k ,

则系统 ( 1)存在唯一的正k周期解 ,且此周期解是全

局吸引的 .

　　证明　由定理 2知系统 ( 1)存在正k周期解 ,设

此周期解为 Z
*
( t ) = ( x

*
( t ) ,y

*
1 ( t ) , y

*
2 ( t ) ) . 再设

Z ( t ) = ( x ( t ) , y1 ( t ) , y2 ( t ) )是系统 ( 1)的任一正解 .

则存在 T > 0,使当 t≥ T时 ,有 Z
*
( t )∈ E , Z ( t )∈

E.

　　令 V ( t ) = |x ( t ) - x
* ( t )|+ |y 1 ( t ) - y

*
1 ( t )|

+ |y2 ( t ) - y
*
2 ( t )|,

　　沿系统 ( 1)的解计算 V ( t )的上右导数:

D
+

V ( t ) = sgn( x - x
* ) [x′- (x* )′] + sgn( y1 -

y
*
1 ) [y′1 - ( y

*
1 )′]+ sgn( y2 - y

*
2 ) [y′2 - ( y

*
2 )′] =

sgn( x - x
*
) [θ( t ) ( x - x

*
) - U( t ) (x

2
- x

* 2
) -

a ( t ) (x y2 - x
*
y
*
2 ) ]+ sgn( y1 - y

*
1 ) [b( t ) ( y2 - y

*
2 )

+ k ( t )a ( t ) ( xy2 - x
*
y
*
2 ) - D ( t ) ( y1 - y

*
1 ) -

r1 ( t ) ( y1 - y
*
1 ) - r2 ( t ) (y21 - y

* 2
1 ) ] + sgn( y2 -

y
*
2 ) [D( t ) ( y1 - y

*
1 ) - r3 ( t ) ( y2 - y

*
2 ) - r4 ( t ) (y

2
2 -

y
* 2
2 ) ]≤ [θ( t ) - 2U( t ) l1 + (k ( t ) + 1)a ( t ) L ]|x -

x
*
|+ ( - r1 ( t ) - 2l2r2 ( t ) )|y1 - y

*
1|+ [b( t ) -

r3 ( t ) - 2r4 ( t ) l 2+ (k ( t )+ 1)a ( t )
L
k
- ]|y2 - y

*
2|≤ [θ-

- 2Ul1 + (k-+ 1) aL ]|x - x
*
|+ [- r 1 ( t ) -

2l2r2 ( t ) ]|y 1 - y
*
1|+ [b - r3 - 2 r4 l2 + (k-+ 1) a

L
k
- ]|y2 - y

*
2|,

　　由 ( H3 ) , ( H4 )知θ- 2Ul1+ (k-+ 1) aL < 0,b -

r 3 - 2 r4 l2 + (k-+ 1) a
L
k
- < 0,

从而存在某个正数d使得 D
+

V ( t )≤- d(|x - x
*|

+ |y1 - y
*
1|+ |y2 - y

*
2|) ,

对上式积分得 V ( t ) - V ( T ) ≤ - d∫
t

T
[|x (s ) -

x
*
(s )|+ |y1 (s ) - y

*
1 (s )|+ |y2 (s ) - y

*
2 (s )|]ds,

V ( t ) + d∫
t

T
[|x (s ) - x

*
(s )|+ |y1 (s ) - y1* (s )|+

|y2 (s ) - y
*
2 (s )|]ds≤ V ( T ) ,

∫
t

T
[|x (s ) - x

* (s )|+ |y1 (s ) - y
*
1 (s )|+ |y 2 (s ) -

y
*
2 (s )|]ds≤

V ( T )
d

,

∫
+ ∞

T
[|x (s ) - x

* (s )|+ |y1 (s ) - y
*
1 (s )|+ |y2 (s ) -

y
*
2 (s )|]ds≤

V ( T )
d

<+ ∞ .

　　易知 V ( t ) = |x ( t ) - x
*
( t )|+ |y1 ( t ) - y

*
1 ( t )|

+ |y2 ( t ) - y
*
2 ( t )|在 [0, + ∞ )上一致连续 .

　　所以 lim
t→+ ∞

V ( t ) = 0.

即|x ( t ) - x
*
( t )|+ |y1 ( t ) - y

*
1 ( t )|+ |y2 ( t )

- y
*
2 ( t )|→ 0. ( t→+ ∞ )

故周期解 Z
* ( t )是全局吸引的 .

　　下证k周期解是唯一的 .

设 Z
-( t ) = (x-( t ) , y1 ( t ) , y2 ( t ) )是系统 ( 1)的另一

周期解 .由上述证明过程可知:|x-( t ) - x
* ( t )|+

|y1 ( t ) - y
*
1 ( t )|+ |y2 ( t ) - y

*
2 ( t )|→ 0. ( t→+

∞ ) .

从而 x-( t ) ≡ x
* ( t ) , y1 ( t ) ≡ y

*
1 ( t ) , y2 ( t ) ≡

y
*
2 ( t ) .定理 3得证 .
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