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摘要 从属性量
一

质特征转化的定性映射模型导出一个模糊集
,

给出一个模糊集的表达式
,

为模糊集产生的哲学

和认识论根源提供一个基于量
一

质转化规律及其定性映射的解释途径
.
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q u a l i t a t i v e m a p p i n g f u n e t io n ,

g r a d e o f m e m b e r s h i p
,

C r l t e r l o fl t r a n s l t l o n

模糊集方法在各领域都得到了卓有成效的应用
,

但模糊隶属度该怎样确定
,

却仍然存在许多争议
: 文

献 [ 1 〕提 出 了 属 性 量
一

质 特 征 转 化 的 定 性 映 射

( Q
u a li t a t i v e M a p p i n g

,

下简称 Q M )模 型
,

本文从 Q M

导 出了模糊隶属度
,

为模糊集产生 的哲学和认识论根

源
,

提供了一个基于量
一

质转化规律及其定性映射的

解释途径
.

1 属性 t
一

质特征转化关 系 (或规律 )的定性

映射模型

事物有质和量的 2 种规定性
,

其属性一般也有量

和质 的 2 种特征值
.

事物质与量间有所谓质量互变规

律
,

即
: “

事物在度的界限内的变化
,

事物仍然保持 自

身质 的规定性
,

不会发生根本性质的改变
,

只有 当量

的积累达到一定的关节点时
,

量变才转化为质变
. ”
因

属 性是
“

事 物在 同其他事物发生关 系时表现 出来 的

质
. ”

所以
,

事物质量互变规律一般表现为相应属性量

特征与质特征间的转换
,

文献 [ 1〕给出了该规律 的一

个数学模型
,

为方便讨论
,

特给出如下定义
.

定义 1 设 X 二 R 和 尸
。

一 {P
、
( o) }i 任 }I 分别是

事物 o( bj ec o 属性 a( o) 的量特征的集和质特征 (或性

质 ) 的集
,

尸 是定性基准 恤
,

汉 ) 的簇 厂 一 { ( ia
,

戊 ) 里

( X 】( “
, ,

月
`
) 是 P

、

x( ) 的定性基准 }
,

称 q
:
X 只 厂 ~ oP

是以 ( ia
,

戊) 任 尸 为基准
,

对 x 进行的定性映射
,

若对

任意 x 任 X
,

存在 P
。

中的一个 P
,

( o)
,

使得
:

叮( x
,

(隽
,

风) = x 土 ( ia
,

风) ) =

、 ,
声、 ,产

110乙
了̀、了̀、

{
P

*
(

o
) if f

P
,
(

o
)

x 任 ( a ` ,

月
`
) = iX ( x ) p

`
( o )

其 中 Z
*

x( ) -

告 ( ia
,

戏)
,

x 任 ( ia
,

凤)
,

x 去 ( ia
,

汉)

20 0 2
一 0 6

一
2 3 收稿

。

二 国家自然科学基金项 目 (6 00 75 01 6 )
、

广西 自然科学基金项 目 (桂科

自 9 9 12 0 10 )和上海 高校 自然科学基金项 目 (0 I G 04 )资助
。

,

广 东 教 育学 院计 算机 系 广州 5 1 0 3 0 5 (块 p a r tm e n t o f

C o m p u t e r S e i e n e e ,

G u a n g d o n g I n s t i t u t e o f E d u e a t i o n ,

G u a n g z
h o u ,

5 10 30 3
,

C h in a )
。

是 x 所对应 P
;

(o ) 的真值
,

土 为量
一

质转化算子
、

或质

特征定性算 子
.

因下标 i 已表示 Z
`
( x ) 是 P

、
( o) 的真

值
,

故在不产生混淆的情况下
,

可将 ( 1) 式和 ( 2) 式简

记为
:

叮 ( x
,

( a : ,

汉 ) ) = x 土 ( ia
,

月
;

) = iX ( x )
.

( 3 )

不难看出
:
( 3) 式既包括了通常特征函数 X

、
( x )

的意义
,

又强 调了性 质 P
`
( o) 是在

“

度
”
或定性基准

( ia
,

月
、
) 的调控下 由 x 转化而来 的事实

,

因此
,

(3 ) 式在

量
一

质转化规律的刻画中能提供某些重要的信息
.
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定义 2设 ( a ,

月)

个定性基准 ( a 、 ,

月
、
)

q ( x
,

( ( a , ,

月
1

)

V不 ( x )

= ( ( a : ,

月
;
)

,

…
,

(气
,

风 ) ) 是
n

1
,

…
, n
构成的向量

,

则称

…
,

( a 。 ,

风 ) ) ) ~ V x 土 ( a , ,

戊) -

是以 ( a
渭 ) = ( ( a l

渭
1
)

二 进行的定性操作
.

( 4 )

…
,

( an
,

风 ) ) 为基准对量特征

定义 3 若所有基准两两不相交
,

即 ( ia
,

戊 ) 门

( aj
,

风) 一 必
,

i
,

j 一 1
,

…
, n ,

且 x 任 ( a , ,

瓦)
,

则称

g ( x
,

( ( a l ,

月
1
)

,

…
,

(气
,

风 ) ) ) = V x 土 ( a ` ,

月
、
) 一

V 艺 ( x ) = 芯 ( x )
,

( (代
,

风) 门 ( aj
,

风) = 必 ) ( 5 )

是以基准向量 a(
,

自 对 x

不可兼析取
.

进行 的定性操作
.

其中亏为

定义 4 若定性基准间有非空交
,

即存在 x 任

执
,

凤 ) n (代
,

风) 并团
,

不妨先对指标 i 和 j 重新排序
,

使 j 一 i + 1, 则有 x 任 执
,

月
￡
) n ( ia + 1 ,

凤十
1
) 笋 必

,

若

令 (代
(汁 1 ) ,

八
( 、+ , )

) 一 (久
,

层) 门 (代+ 工 ,

双+ ,
)

,

则有 ( ia
,

层)

U (隽
,

月
,
) 一 ( a , , a , (。 + 1 )

) U ( ia (汁 1 ) ,

月
: (汁 1 ) ) U (汉( , + 1 ) ,

风)
,

再令 P
` ( 、+ ; ) ( o ) 一 丸 ( o ) 八 iP + ,

( o )
,

称 P
、 ( , + , ) ( o

) 为

P
,

(o ) 和 iP + 1
(o) 的整合特征

,

八 为合取算子
,

则称

g ( x
,

( ( a l ,

声
1
)

,

…
,

( ia (* + ; ) ,

戊(`+ 1 )
)

,

…
,

(气
,

风 ) ) 一 V x

i二 l

土 ( 俄
,

尽 ) 一 x 土 (代 (汁 l ) ,

八(、+ , ) ) = 不
(汁 ; )

( x ) ( 6 )

是 以 a(
,

自 对 x 进行的定性操作
.

其中 xz( +i 1 ) 一 ix 八

iX + ,

为合性质 P
、 (`+ , ) ( o ) 一 iP ( o ) 八 P

,+ ,
( o ) 的真值

.

(因本文主要讨论模糊隶属度 函数的建立
,

故合取性

质的真值双 、 ; ) 的确定问题
,

另行研究
.

)

例 1 H
Z
O 有 3种质特征态

: i e e 、

w a t e r 和 g a s ,

当

温度为 t ( H
Z
O ) (单位为 ℃ ) 时

,

若用 x 任 ( a ,

夕
’

) 和 x

任 (0
` ,

脚 分别表示
a < x < 口

`

和夕
,

( x ( 口
,

则 H
Z
O

随 t 变化呈现的 3 种质特征定性可表示为
:

g 〔t ( H ZO )
,

仁( 8
, ,

o )
,

( o
,

1 0 0 )
,

( 1 0 0
,

夕
’

)〕]

一 t 土 ( 8
, ,

0 ) V t 土 ( 0
,

1 0 0 ) V t 土 ( 1 0 0
,

8
`

)

一 ix 二 (` )
、

鳖
l
x
、
一 (` )

,

y
l

`
·

( ` )
·

( 7 )

例 2 血糖 ( B s ( p s )
,

b loo d s u g a r ) 是诊断一个人

( p e r s o n ) 是否患糖尿病 ( D ia b e t e s ( p s ) ) 的特征指标
,

其正常值 ( N o r m a l、 ( P s ) ) 为
: 3

.

9 < B s ( P s ) ( 6
.

1 ;
若

B s ( p s ) > 6
.

1
,

则为血糖高 ( H ig h t B ,

( p s ) ) ;
若 B s ( p s )

砚 3
.

1
,

则为低血糖 ( L o w 、 ( sP ))
.

于是
,

糖尿病诊断可

用 Q M 表示如下
:

P ( B s ( p s )
,

( ( 0
, ,

3
.

9〕
,

( 3
.

9
,

6
.

1」
,

( 6
.

1
,

夕
`

) ) as ) =

显然
,

分段函数格式 (8 ) 与析取格式 ( 7) 所表达

的逻辑意义是一样的
.

例 3 若某光波长 一 肛单位为
n m )

,

由光谱学

可知
,

其对应颜色可用如 ( 9) 式确定
:

e o lo r 〔几
,

〔 ( 3 8 0
,

4 5 5 )
,

〔4 5 5
,

4 9 2〕
,

仁4 9 2
,

5 7 7〕
,

[ 5 7 7
,

5 9 7」
,

仁5 9 7
,

6 2 2〕
,

〔6 2 2
,

7 70〕〕〕 一 又土 ( 3 8 0
,

4 5 5 ) 平久土 [ 4 5 5
,

4 9 2 ] V 几土 [ 4 9 2
,

5 7 7」V 几土 〔5 7 7
,

5 9 7〕V 几土 〔5 9 7
,

6 2 2〕V 几土 [ 6 2 2
,

7 7 0〕 = 筋
u 。 li e

(又)

V义b l u e

(久) V欢
r e 。 n

(又) V
, e ; 1。

(几) V Z
o r o n g e

(几) V Xedr (几)
.

( 9 )

正如
“

深红
”

( e r im s o n ) 比
“

粉红
”

( p in k ) 更红
,

不

同波长 凡1 ,

几2
(几

1

护 几2
) 任 ( 6 2 2 n m

,

7 7 0 n m ) 所对应的

2种红色
r ed 以

,
) 和 r e d (几

2
) 之间

,

尽管按光谱学分类
,

其颜色定性都为
“
er d

” ,

且 真值瓶 (又
,
) 一 xwtt (凡) 一

1
,

但它们关于红 色 的程度却存在 着差 异
.

故若用

从
。 d

( e o l o r (又) ) 表示 又所对应颜色
e o l o r (又) 关于红 ( r e d )

的程度
,

则有
:
队、 ( e o l o r以

,
) ) 笋 产

r e d
( e o l o r口

2
) )

.

例如
:

对
e r im s o n 以

,
) 和 p i n k (人

2
)

,

应该有
: 产、 ( e r im s o n (几

1
) )

妻 产
r、 ( p in k扭

2
) ) 成立

.

(考虑到
e r im s o n 和 P i n k 都是

er d
,

且 几l

笋 人已将它们区分开
,

故上式可简记 为
:

八
: lm so n

(几
1
) 妻 巧

、。 k
(几

2
)

.

一般地
,

若设 产。
x( ) 为 x 所对应性质 P

`
( x ) 关于

性质 P
,

( x ) 的程度
,

则 茂 ( x ) 是量 x 的函数
.

(当 i 一 j

时
,

在不引起混淆的情况下
,

可将 从
,

x( ) 记为 产`
( x)

.

)

为表示 丙 〔x )( 或 从 ( x )) 随 x 变化的规律
,

一般是利

用 Z a d e h 模糊集方法
,

将真值函数 ix x( ) 扩充为隶属

(程度 ) 函数 片 ( x )
.

定义 5 设 x 任 俩
,

汉) 所对应性质 丸 ( x ,

o) 或

iP (x ) 的集为 {P
`

(x )} 二 尸
。 ,

称 群
: : 尸。

~ [ 0
,

1〕为 x 所

对应性质 P
*
( x ) 的隶属 (程度 ) 函数

,

若对 V P
`
(二 ) 任

( P
`
( x ) }

,

存在 产
,

(x ) 任 〔o
,

1〕
,

使得

从
:
P
`
(x ) ~

一

从 ( x )
.

( 1 0 )

值得指 出的是
,

尽管模糊集方法 已 在各领域 中

得到广泛的应用
,

但它未提供隶属函数 产、

x( ) 构造法

的缺陷
,

仍给应用带来了许多不便
.

不同量 x 所对应的同一性质族 笼iP x( )} 元素间的

程度差异
,

或模糊性
,

一般可用量
一

质转化中的
“

亦此

亦彼
”
过渡对其加 以哲学解释

,

因 x 在定性基准 ( ia
,

月
`
) 间的位置

,

恰好反 映了
“

亦此亦彼
”

过渡 的程度
,

因此
,

引进定性基准 ( ia
,

风 ) 的做法
,

为我们 刻画因
“
亦此亦彼

” 过渡导致的模糊性
,

提供 了一个重要数

量
.

下面我们就来介绍怎样从定性映射中诱导出一个

模糊隶属函数的方法
.

B s ( Ps ) 土 (夕
, ,

3
.

9 )

B s ( Ps ) 土 ( 3
.

8
,

6
.

4 ) =

B s ( p s ) 土 ( 6
.

1
,

夕
`

)

2

Z
L 。*

一
B s

( P s ) ;

吞
。 r m a l

_

氏 ( P s ) ;

森
、: h卜 、 ( P s )

.

2 QM 模型诱导的模糊隶属度函数
戈匕少

事实上
,

因执
,

凤 ) 是一个拓扑领域 N 比
, ,

占
`
)

,

所

G u a n g x i S
e ie n e e s ,

V
o

l
·

1 0 N
o

·

1
,

F
e b u a r y 2 0 0 3



以
,

量 二 与球心考间距离 】x 一 引
,

与领域半径民间大

小关系
,

就是反映 x 是否属于 N (芬
,

民) 或 a(,
,

凤 ) 的一

个数量关系
.

不妨设 二一 (风 + ia )/ 2
,

民一 (月
,

一 氨) 一 (夸一

a, )
.

并令 N (参
,

民) 是以 参为球心
,

以 民为半径的 (拓

扑 ) 球形领域
,

则 ( a ; ,

月
,

) ~ N (夸
,

占
,

)
.

于是
,

由 ( 2 ) 式

成立
,

可得到下述等价关系 ( 1 1 ) 式成立
.

x e (代
,

八)幼 x e N (奋
,

民)幼 !二 一 夸} 镇 民骨

为简单起见
,

先讨论球心 杏
,

由 (代
,

月
,

) 的中点平

移到 2 个端点时 ( 1 2) 式的变化情况
.

如 图 1 ( a ) 所示
,

夸既是领域 N (参
,

民) 的球心或

( a : ,

口
,

) 的中点 考
,

= (召
,

+ a ,

) / 2
,

也是 函数 ( 1 2 ) 式的

极大点
,

即 产 (套
.

) - 犷】l a X
, e (气

·

汽〕

一一卜d夕
.

一

一
11

个端点
,

即 奋

八 ( x ) -

一 月
,

或 夸
,

-

(产 (x ) }
,

当夸
,

分别平移到 2

a , ,

( 1 2 ) 式将分别变为
:

( 16 )

竺冬旦 、 1
,

O ,

( 1 1 )
,

,

闭 一 1 一 兰哥二
U 苦

( 1 7 )

ha (x) 一
卜 匕碧

;

, (X )

一
p卜告

(

子
)

2

口
;

( 1 2 )

( 1 3 )

群 (了 ) 一
}二 一 氛 }

、

e x p 气一 一百一
- ”

l

( 14 )

产
,

( 劣 ) 一

华
)

( 1 5 )

1 十 e x p (一
占

则 三角 型函数 ( 1 2 )
、

G a u ss 型 函数 ( 1 3 )
、

尖峰型函 数

( 1 4 ) 和 S ig m o id 型函数 ( 1 5 ) (如 图 l ( a )
、

( b )
、

( e ) 和

d( ) 所示 )
,

分 别刻 画 了 P
,

( x) 因 x 不 同导致 程 度

八 ( x ) 的几种变化类型
.

因 ( 1 2 )
、

( 1 3 )
、

( 1 4 ) 和 ( 1 5 ) 式的八
:
P ~ [ o

,

l 〕都

满足模糊隶属函数的条件
,

故有

定理 1 定性映射诱导 的程度函数 ( 1 2 ) ~ ( 1 5 )

式可看作是 {P x( ) } 二 尸。

上 的模糊隶属 函数
.

这时
,

它们将分别是单调增和减的 2 个线性函数
.

若令 泞
,

和 参分别是使 尸 ( x ) 为最大值 八 (息) 一

m a x
扭

.

( x ) }
,

和最小值 产
,

(夸
,

) = m in 扭
,

( x ) } 的
“ (气

,

民) , ` ( a ,

夕 ’

点
,

且 右` 和半径 占 分别是 二
、

时间 t 和思维者 z 的函

数
,

即 泞一 疚( x
, t , z )

,

夸 = 夸
,

( x
,
t

, z )
,

占
,

一 占 (二
,
t

, : )
,

则随着 乞(二
,
t

,

)z 态 (二
,
t

,

)z
,

成(二
,
t

,

)z 的变化
,

定性

映射诱导的隶属函数 ( 1 2 ) ~ ( 1 5 ) 式还可对更复杂的

变化规律进行刻画
.

例如
:

若令 之(二 ) 为 x 的函数
,

右 (工 ) 一

夸(二 ) 一

“
.

(x )

{戊一 氏

伐 一 城
,

t 气J -
一

}
久 “

“
镇 代

,

{“
ff 了 任 a(,

,

际
〔夕

,

i f f x ) 卢
,

{x
。

if f x 感 a , .

t x l I l l x 芳 尸 z ,

i f f 二 e ( al
,

风 )
,

二。
) 一 (双一 代 )

,

i f f 二 去 ( 仇
,

风)
.

显 然
,

如 图 z 所 示沼
;

( x ) = e x p ( 一

x 一 之( x )
、 , 、

~
*

一 ~ _ ~ ~
`

~ _
二

,
_ ~

二

_
. _

L
se

一不 万一一一 )
`

) 足一
/
l
、

能特纷共果甘与惧秘果甘有 矶乙 U J

地融合在一起的隶属度函数
.

只尸毛a)

p
,

(x )
G a u s S

O尸

)一

r、
b叭x(

p

片冥几

恻
!

巨o0柳|L以

(
e ) ( d )

图 1 几种定性映射函数

F ig
.

1 oS m
e q u a

li t a t iv e m a p p i n g f u n e t io n s

( a )三 角形型
; ( b ) G

a u s s
型

; ( e )尖峰形
;
( d ) S ig m o id 型

( a ) T r
ia g u la r ; ( b ) G a u ss ; ( e ) P in n a e

l
e ; ( d ) iS g m o id

( 12 ) 一 ( 1 5 ) 式表明
:

定性映射诱导的隶属 函数

是 基准域 N (夸才 ) 的球心 参和半径 我 的函数
,

即
:

召
,

(x ) = 片咙
,

民)
,

因此
,

若
a ;

( x)
、

月
,

(x )
`

和 参( 二 ) 是随

x 变化时
,

因定性基准域 N (奋
,

民) 的球心 夸( x) 和半

径 民( x ) 一 尽 (二 ) 一 代 ( x ) 都将发生相应 的变化
,

则定

性映射 Q M 诱导的隶属函数 ( 12 ) 一 ( 1 5 ) 式将发生一

系列变化
.
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o x 。 Q ,

毛
,

p

图 2 定性映射诱导的隶属度

F ig
.

2 G r a
d

e o
f m

e m b
e r s h ip o f q u a l it a t iv e nr a p p i n g e

d
u e t io 。

3 Q M 模型之上的基准变换诱导的模糊集

在 Q M 模型之上
,

如果对定性基准进行变换操

作
,

可诱导出模糊集的一个表达形式
.

定义 6 在定性基准 (
a ,

月
,

) 的簇 r 一 { a(,
,

月) 二

X } (代
,

八 ) 是 P
.

x( ) 的定性基准 } 中
,

令 (气
,

风 ) 一 N
* ,

(气
,

风 ) 一 N
, ,

如果从 里 N
功 ,

则称 N
;

是 比 N
m

更严

(一 转第 7 页 C o n t in u e o n p a g e 7 )
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问题 2 的解 决 因 n = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 = 1 0 火

12 34 5 6 7 9 一 l
,

由定理 7 知
,

当 4牛m 时
, a 。

= a 。
= 5

,

当

4 }m 时
, a ,

一 凡
。
一 7

,

或根据 ( 6) 式有
:

当 4牛, 时
, a ,

三

S
。

( 1 2 3 4 5 6 7 8 9 ) 二 5
·

1 2 3 4 5 6 7 9 三 5 ( m ed 1 0 ) ; 当 4 }m

时
, a ,

二 S
,。

( 1 2 3 4 5 6 7 8 9 ) 三 3
·

1 2 3 4 5 6 7 9 三 7 ( m o d

10 ) ; 即当 4下m 时
,

S
,

( 1 2 3 4 5 6 7 8 9 ) 的末位数字为 5
,

当

4 .m 时
,

S ,
( 1 2 3 4 5 6 7 8 9 ) 的末位数字为 7

.
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格的定性基准
.

设映射 f
* : 厂 ~ ( o

,

1 ]
,

使得 f
、
( N

*
) = 几任 ( O

,

1」
.

易知 ( r
,

里 ) 构成
一

个格
,

并且是
一

个线性序集
,

映射 九 为 ( r
,

里 ) 到 ( (0
,

1 ]
,

镇 ) 上的序同态
.

定义 7 如果对某 2 个定性基准域 N
,

N
,

有

T ,

( N ) 一 N
,

成立
,

则称 界
,

是从 N 到 N
,

的定性基准变换
.

令 f
,

( N
*
) = ` 乏 ,

( o
,

l 〕
:

为所有 f
、
( N

*
) 组成的集

合
,

即 ( o
,

1 ]
:

= {
￡; , , e * : ,

…
, 。 k。

}
.

因为 ( o
,

1 ]
:

是一个

线性序集
,

则有

( o
,

l ] 一 ( 。
适。 , ` k l

] U (
e 汤 , , 尸 * :

] U … U ( e *
, , e h

,
+ 1

]
,

此处
, 。 ; 。

= O
, e * , + ,

~ l
·

显然
,

R = { ( e 去, , ` 奋。 + ;

]
。

} 为 ( o
,

1〕 上的一 个划

分
,

则在 r 与 R 之间存在一个一一对应关 系
,

设 为

H
, ,

即 H
* : 尸 ~ R 为双射

,

这里称之为扰动系数映射
,

它主要是通过调整 r 的基准严格程度
,

使 R 在 ( o
,

1 ]

间游动
.

设 H 为 R 到 N
,

的映射
,

即 H
: R ~ N

, ,

对于 r 中

的某个 N
, ,

如果存在 戳
,

( N
,

) 一 N
, ,

则基准变换 戳
少

实

际上可变为如下 的复合 映射
:

巩
,

一 H
·

H
*

.

由于 H
,

为双射
,

故复合映射又可表示为
:

H 一 戳
, ·

H 刃
’

.

实质

上
,

H 是 ( O
,

l ] 到 N 上的映射
,

即
:

H
:
( O

,

1 ] ~ N
, .

随

着基准变换扰动系数映射 H
*

的不断调整
,

判断基准

域也是随着不断缩放的
,

即对 V 又, ,

又:
e ( o

,

l j
,

几, ,

几2

任 R
,

若 几1

< 几: ,

则有 H 。
1
) 卫 H 。

2
)

.

于是
,

H 是基准域簇上由基准拓扑域诱导的集

合套
.

由模糊集的表现定理
,

H 给出了 r 上的一个模

糊 集
: A 一 U

* 。 (
.01 挤月 (劝

,

也 可 写 成 表 达 式
: A

= U
, 。 、 。 .

1〕几T , ·

月万
’
(、 )

.

4 结束语

由定性 映射 ( Q M )模 型诱导出模糊集及其隶属

函数表明
,

属性量
一

质特征转化的定性映射
,

对模糊产

生 的根源能作出清晰的解释
,

为进一步探讨隶属度与

人工神经元联结权重的确定等问题提供一种新 的探

索途径
.
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