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C h i n a )

摘要 设 P 为奇素数
, a

,

为等幂和表成 ZP 进制的末位数字
,

获得等幂 和的同余性与等幂 和的周期性
,

从 而证 明

当 p 一 1下m 时
, a 二

是最小正周期为 4 P 的周期数列
;
当 p 一 1 }m 时

, a
。

是最小 正周期为 4户“
的周期数列

,

并且完全

确定当等幂和表成 10 进制时 的末位数字
a , .

等幂和的数论性质对 G
.

iG ug
a
猜想等研究有着重要 的作用

.

关键词 等幂和 周期性 末位数字

中图法分类号 0 15 6

A b s t r a e t I
J e t P b e o d d p r im e n u m b e r , a ,

be la s t d ig i t s o f s u m o f e q u a l p o w e r s a t ZP s y s t e m
.

T h e

e o r e s id u a l P r o p e r t y a n d p e r iod i e i t y o f s u m o f e q u a l Po w e r s a r e o b t a i n e d
.

I t 15 p r o v e d t h a t a ,

15

p e r i o d i c n u m e r a l
s e r i e s o f m i n im u m p o s i t i v e p e r io d o f 4 P w h e n P 一 1牛m

, a n d p e r iod ie n u tn e r a l s e r i e s

o f m i n im u m p o s i t i v e p e r i o d o f 4 P
Z w h e n P 一 l }m

.

T h e la s t d ig i t s o f
s u m o f e q u a l p o w e r s a t d e e im a l

s y s t e m a r e d e t e r m i n e d
.

T h e s u m o f e q u a l p o w e r s p l a y
s a n im p o r t a n t r o le i n t h e s t u d y o f G i u g a

g u e s s
.

K e y w o r d s s u m o f e q u a l p o w e r s ,

p e r io d i e it y
,

l a s t d ig i t

1 等幂和与 G
.

G iu g a 猜想

等幂和 S
二
( n) 一 1 ’ + 2 ’ + 一 + 了 是一个历史

悠久的古老难题
,

自从 2 0 0 0 多年前的希腊数学家阿

基米德开始
,

就 吸引着 国内外数学家 的研究兴趣
.

1 9 8 4 年以后
,

陈景润
,

黎鉴愚
,

王云葵 l[,
2〕等人对此作

了大量的研究
,

获得 了前 I n 个等幂和公式及其深刻

性质
,

其中前 4 个等幂和公式为
:

S
;
(。 ) = n (

n
+ l ) / 2

,

5
2
( n ) = n ( n 十 l ) ( Z n + 1 ) / 6

,

5
3
( n ) = n Z

( n + 1 )
“
/ 4

,

5
4
( n ) = n ( 。 + 1 ) ( Z n + 1 ) ( 3 n 2

+ 3 n
一 1 ) / 3 0

.

至今
,

等幂和 问题仍有不少数学家在研究
,

有不

少方法在涌现
.

究其原 因
,

不仅 是因为等幂和作为级

数 求 和 的 典 范
,

更 重 要 的 是
,

它 的 数 论 性 质 对

G
.

G i u g a
猜想

、

oB w e n 猜想
、

B e r n o u l li 数和素数判别等

问题的研究有着非常重要 的作用
.

1 9 50 年 G
.

iG ug
a

猜想闭
:
p 为素数的充要条件是

凡
一 1

(P 一 1) 一 1户一 `
+ 2户一 1

+ … 十 ( P 一 1 )
p一 `

三

一 1 ( m od P )
.

2 9 9 9 年王云葵 〔` 一 6 ]在研究 G
.

G i u g a
猜想

、

oB w e n

猜想
、

eB rn ou ill 数和素数判别时获得了等幂和的许多

分解性质及其深刻结果
.

设 P 为奇素数
, a ,

为等幂和

表成 2P 进制的末 位数字
,

本文获得了等幂和的同余

性与周期性
,

从而证明了当 P 一 1卞m 时
, a ,

是最小正

周期为 4 P 的周期数列 ;
当 P 一 1 }m 时

, a ,

是最小正周

期为 4厂 的周期数列
,

并且完全确定了当等幂和表成

1。 进制时的末位数字 a 二 .

2 0 0 2
一 0 6

一 1 7 收稿
。

*

广西 民族学院重 点科研项 目资助 (0 Z S X X o。。 01 )
。

2 等幂和的降幂公式与递推公式

引理 1阂 设 m 为奇数
, n 为 自然数

,

则有 n( n 十

1 ) }2 5
,
(。 )

.

引理 2[ ,] 设 m 为偶数
,

p 一 2 或 P ) 3为奇数
,
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P
走

}n(k ) 1)
,

则有

S
。
( n ) 三 S

,
(
n
一 1 ) 三

S
m
( ZP k + P 一 l ) 三

粤s
,
(户 一 1 ) ( m o d 户

`
)

.

( 1 )

尸

引理 3川 设 P 为素数
,

则有
:

当 P 一 1牛m 时
,

S
。
( P ) 三 S ,

( P 一 1 ) 二 o ( m od P ) ; 当 P 一 l }m 时
,

S
,
( P ) 三 S

。
( P 一 l ) 三 一 1 ( m o d P )

.

定理 1( 等幂和降幂公式 ) 设 m
, n , r

为正整数
,

P 为奇素数
,

m 二 r( m od P 一 1 )
,

1 毛
r

镇 户一 1
,

则

S
,
(
n
) 二 S

r

(月 ) ( m o d ZP ) ( 2 )

证明 当 a(
,

)P 一 1时
,

由费马小定理有 扩
一 1

三

l ( m o d P )
,

因 P 一 1 }m 一 r ,

故有 a ’ 一 r

三 1 ( rn od P )
,

即

对 任何整数
口 均有 广 三 a ·

( m od P )
,

又必有 了 三

a r

( m o d Z )
,

故对任何整数
a 均有 a 。

三 a r

( m o d Z p )
,

令
a 一 1

,

2
,

…
, n ,

并且将各式相加即得 ( 2) 式
.

定理 2( 等幂和递推公式 ) 设 m
, n ,

k 均为正整

数
,

则有

S
,
(
二
+ k ) 一 S

,
(
n
) + 艺 C几s

二

( k ) n
爪

一 ( 3 )

P k ( m o d ZP )
,

1簇
r

镇 P 一 2

( P 一 2 ) k + P 一 1 ( m od ZP )
, r

_ ,

P 三
= P 一 l

1 ( m o d 4 )
,

S
,
( Z Pk 十 P ) 三

( 8 )

Pk ( m o d ZP )
,

l 镇 r 毛 P 一 2

( P 一 2 ) k + P 一 1 ( m od Z P )
, r

_ ,

P 三 3

一 P 一 1

( m o d 4 )
,

S
二
( Z P k + P 一 l ) 三

( 9 )

P k + P ( m o d ZP )
,

1 镇
犷

镇 P 一 2
_ ,

P
气P 一 却左 一 I Lm o 。 艺P )

, r
= P 一 1

三 3 ( m od

4 )

证明 由定理 1 及 (2 护 十 j)
`

S ,
( Z Pk + l ) 三 S

厂

( Z P k + l ) 三

( 10 )

三 7
犷

( m o d Z P ) 有
ZP走+ l

艺
,
·

三
j = 1

k一 1 Z P I

艺 (艺 ( 2`户 + , )
·

) + 艺 ( 2*户 + , )
·

( m o d Z , )

捉
】

证明 S
二
( n + k ) 一 S

,
( n ) 一 艺 ( n + ` )

,
一

习 (艺 C ; n 二 一 r

`
·

) 一 艺 e ; , 二 一 (习*
·

) 一

了一 】 r 一 O r ~ O 刀一 1

艺 C ; n ’ 一 r

s
,

( k )
·

等幂和 的奇偶性与周 期性

定理 3( 等幂和奇偶性 ) 设 阴
, n 为正整数

,

则

艺 (艺
,
·

) + 艺
,

r

( m o d Z户)
,

艺 = 0 ]一 l j ~ 1

即 S
,
( ZP k + l ) 三 k s

:

( ZP 一 1 ) + S
,

( l ) ( rn o d Z P )
,

( 1 1 )

由定理 3 有 S
r

( ZP 一 1 ) 三 P ( m o d Z )
,

由引理 l
、

引理

2 及引理 3 易知
,

当 1毛
r

镇 P 一 2 时
,

凡 (2 P 一 1) 三

25
,

( P 一 1 ) 三 P ( m o d P ) ; 当
/
= P 一 1 时

,

S
, 一 1

( ZP 一

1 ) 二 2 5
, 一 1

( P 一 1 ) 三 P 一 2 ( m o d P )
,

故有

有
S

。

( ZP 一 l ) 三
P ( m o d ZP )

,

l 镇
r

蕊 P 一 2
,

P 一 2 ( m o d Z P )
, r

= P 一 l
,

( 1 2 )

S
,
( n ) =

奇数
, n

三 1
,

2 ( m o d 4 ) ;

(偶数
, n

二 O
,

3 ( m o d 4 )
.

因对任何整数
a 均有 a 朋 三 a ( m o d Z )

将 ( 1 2 ) 式代人 ( 1 1 ) 式即得 ( 5 ) 式
,

在 ( 5 ) 式中令 l = o

即得 ( 6) 式
,

由引理 3 与定理 3 有
证明

a 一 1
,

2
,

…
, 。 ,

并且将各式相加则有 S
。
( n) 三 5

1

(n )

_
n
( n + 1 )

, , _
、 ,

二 _ _
,

_
、

三 书
止
七二

二 ( m o d Z )
,

由此即得 ( 4 ) 式
.

2
、 - - -

一
“ ’

囚 ~
” r ’ 场 、 工 了

热
`

定理 4( 等幂和的同余性 ) 设 m
,

k均为正整数
,

P 为奇素数
,

。 三
;
( m od 户一 1 )

,

l 镇
,

毛 P 一 1
,

0 镇

l 毛 ZP 一 1
,

则

S
,
( ZPk + l ) 三

S
二

( P 一 l ) 三

P 一 2
,

S
(户一 1 〕

( P 一 1 )

r
一 P 一 1

,

O ( m o d Z P )
,

P 三 l ( m o d 4 )

P ( nr o d ZP )
,

P 二 3 ( m o d 4 )

4)令

,

1 镇
r

镇

( 1 3 )

P 一 1 (m o d Z P )
,

P 二 1 ( m o d 4 )

一 1 ( m o d Z P )
,

P 三 3 ( m o d 4 )

( 1 4 )

才kP
十 5

·

“ , (

odm
Z)P,

` 毛
犷 镇 ’ 一 2

,

以 P 一 2 ) k + 5 户一 ,
( l ) ( m o d Z P )

, r = P 一 l

S
,
( ZP k ) 三 S

。
( ZP k 一 1 ) 二

( 5 )

P k ( m o d ZP )
,

1 镇
r

镇 P 一 2
,

(P 一 2 ) k ( m od Z P )
, r
一 P 一 1

( 6 )

S
,
( Z P k + P ) 三

P k + P ( m o d ZP )
,

l 镇 r 镇 P 一 2

(户一 2 ) k 一 1 ( m o d Z户 )
, r 一 户 一 1

’

p 三 l ( m o d

在 ( 5 ) 式 中令 l = p 一 l
,

并 利用 ( 1 3 )
、

( 1 4 ) 式 及

S
,
( ZPk + P ) 三 S

,
( Z Pk + P 一 1 ) + P ( m od Z P ) 即得

( 7 ) ~ ( 1 0 ) 式
.

定理 5( 等幂和的周期性 ) 设 m
, n ,

k 为正整数
,

P 为奇素数
,

则有

S
,
( n + P k ) 三 S

,
( n ) + S

,
( Pk ) + P

n k ( m o d ZP )
.

( 1 5 )

S
二
(
刀
+ ZP k ) 三 S

,
( n ) +

{P k( m o d ZP )
,

当 m 不是 P 一 1 的倍数时 }

( P 一 2 k) ( m o d ZP )
,

当 m 是 P 一 1 的倍数时

4 ) ( 7 ) ( 1 6 )
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5
.

(n +4P )三5
.

(n ) +

o (m o dZP )
,

当 m 不是 P 一 1 的倍数时

一 4 ( m o d Z P )
,

当 m 是 P 一 1 的倍数时
( 1 7 )

S
,
( n + 4 P

2
) 三 S

,
( n ) ( rn od ZP )

,

S
二
( n + 3 P

2
) 三 S

二
(
n
) + P n ( m do

S
,
( n + P ) 三 S

,
( n ) + P n +

f o ( m od ZP )
,

P 二 3 ( m od 4 )

} 且 m 不是 P 一 1 的倍数时

}P ( m o d ZP )
,

P 三 1 ( m od 4 )

} 且 m 不是 P 一 1 的倍数时

}P 一 l (m od ZP )
,

P 三 3 (m ed 4 )

} 且 m 是 P 一 1 的倍数时

卜 1 ( m o d Z P )
,

P 三 1 ( m od 4 )

( 且 m 是 p 一 1 的倍数时

S
二
( n + 3 P ) 三 S

,
( n ) + P n +

ZP )

( 18 )

( 19 )

( 2 0 )

P ( m o d ZP )
,

P 三 3 (m od 4 )

且 m 不是 P 一 l 的倍数时

0 ( m od ZP )
,

P 三 1 ( m od 4 )

且 m 不是 P 一 1 的倍数时

一 3 ( m o d ZP )
,

P 三 3 ( m od 4 )

且 m 是 P 一 1 的倍数时

P 一 3 ( m o d ZP )
,

P 三 1 ( m od 4 )

( 2 1 )

且 m

证明

是 P 一 1 的倍数时

设 m 三 : ( m od P 一 1 )
,

1
·

(
r

( P 一 l
,

由定理 1 与引理 3 则有当 。 镇 j 毛
r
一 1 时

,

nr
一

’

三

。
( m o d Z )

,

S ,

( P k ) 王 k P ( m o d P )
,

当
r
= P 一 1 时

,

S
, ,

( P k ) 三 ks
, 一 ,

( P 一 1 ) 三 一 k ( nr o d P )
,

故有

S
二
( n + P k ) 三 S

厂

( n + P k ) 三 S
二

(
n
) + S

,

( Pk ) + P kn
r

+ 艺 e ; S
,

(户k ) n一 ( m od Z户 ) 二 S
二

( n ) + S
二

(户k ) + 户k n

j 一 ]

r 一 1

+ 户、
n

习 e ( m o d Z , ) 二 5 ,
( n ) + 5

二 (户k ) +

j一 1

P k n + P k
n
( Z

r

一 2 ) (m od ZP ) 三 S
,
( n ) + S 、

( P k ) +

P k n (m o d Z P )
,

这就得到 ( 15 ) 式
,

由 ( 1 5 ) 式令 k 换成 Zk
,

并利用 ( 6 )

式即得 ( 1 6 ) 式
,

再 由 ( 1 5 ) 一 ( 1 6 ) 式即得 ( 1 7 ) 一 ( 2 1 )

式
.

4 等幂和的末位数字

定理 6 设 m
, n

为正整数
, a 。

是等幂和 S
。
( n) 表

成 Z P 进制的末位数字
,

则数列 “ 。

都是周期数列
,

并且

当 P 一 1下m 时
, a ,

是最小正周期为 4 P 的周期数列
; 当

P 一 1 }m 时
, a 。

是最小正周期为 4对 的周期数列
.

证明 由 l( 7)
、

( 18 ) 式知
,

当 P
一

1牛m 时
,

气十 4P

二 S
,
(
n
+ 4 P ) 三 S

二
( n ) 三 a ,

( m o d Z P )
,

即 a , + ; , “ a , ,

6

故 a ,

是最小正周期为 4 p 的周期数列
; 当 P 一 1 }m 时

,

a n + 4户 2

三 S
。
( n + 4 P

,
) 三 S

,
( , ) 三 a ,

( m od ZP )
,

即 a , + ; , 2

一 a 。 ,

故 a 。

是最小正周期为 4尸 的周期数列
.

定理 7 设 m
, n 为正整数

, a ,

是等幂和 S
。
( n) 表

成 10 进制 的末位数字
,

A 一 0
.

al a Z

… a ,

…
,

则数列 久

都是周期数列
,

A 都是有理数
,

当 4牛nz 时
, a :

是最小正

周期为 20 的周期数列
; 当 4 }m 时

, a 。

是最小正周期 为

1 0 0 的周期数列
,

并且无限循环小数 A 由 ( 22 ) ~ ( 2 5)

式完全确定
:

( I ) 当 m 一 4k 十 1 时
,

A 是循环节为 20 的无限

循环小数
: A = 0

.

1 3 6 0 5 18 6 5 5 6 8 15 0 6 3 10 0 ; ( 2 2 )

( l ) 当 m 一 4 k + 2 时
,

A 是循环节为 20 的无限

循环小数
: A = 0

.

1 5 4 0 5 10 4 5 5 6 0 9 5 0 6 5 9 0 0 ; ( 2 3 )

( 皿 ) 当 m = 4 k + 3 时
,

A 是循环节为 20 的无限

循环小数
: A = 0

.

1 9 6 0 5 1 4 6 5 5 6 4 1 5 0 6 9 1 0 0 ; ( 2 4 )

( VI ) 当 m 一 4 k时
,

A 是循环节为 10 。的无限循环

小数
:

A = 0
.

1 7 8 4 9 5 6 2 3 34 O l 7 2 8 9 5 6 6 7 3 4 0 5 l 2 8 9 9 O6 7 38 4 5 1

2 2 3 9 0 6 1 7 8 4 5 5 6 2 3 9 4 0 1 7 8 8 9 5 6 2 7 3 4 0 l 1 2 8 9 5 0 6 7 3 4 4 5 1 2

8 3 90 6 7 7 8 4 5 1 6 2 3 90 0
,

( 2 5 )

证明 在定理 6 中令 P ~ 5知
,

当 4水。 时
, a ,

是

最小正周期为 20 的周期数列 ; 当 4 }m 时
, a 。

是最小正

周期为 1。 。的周期数列
,

并且数列
a 。

由 a ,

三 S
,
(n) 三

S
,
( n ) ( m o d 10 ) (

r
= 1

,

2
,

3
,

4 ) 完全确定
:

当 m 一 4 k +

l 时
, a ,

三 5 1
( n ) ( m o d 10 )

,

令
n
~ 1

,

z
,

…
,

20 则得到

循环节为 20 的无限循环小数 A 由 ( 2 2 ) 式表出
;
当 m

一 4k + 2 时
, a 。

三 S
。
( n ) ( nr o d 1 0 )

,

令 = 1
,

2
,

…
,

2 0 则

得到循环节为 20 的无限循环小数 A 由 ( 23 ) 式表 出
;

当 m 一 4 k + 3 时
, a 。

二 5
3
( n ) ( m od 1 0 )

,

令 n = 1
,

2
,

…
,

20 则得到循环节为 2 0 的无限循环小数 A 由 (2 4)

式表出
; 当 m = 4 k时

, a ,

二 S
;
( n ) ( n l o d 1 0 )

,

令 = l
,

2
,

…
,

10 0 则得到循环节为 10 0 的无 限循环小 数 A 由

(2 5) 式表出
.
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|
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|
.

1
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5 数学竞赛问题的解决

1 9 8 4 年全 国高中数学联赛和 1 9 9 0 年全国初 中数

学联赛曾出 2 道与等幂和有关的数学竞赛题
.

l’q 题 l 设
n

为正整数
, a 。

是 5
2
( n ) 二 1 2

+ 2 2
+

… + 矛 的末位数字
,

则 A 一 0
.

a l a Z

…
。

… 是有理数
.

问题 2 求 S
。
( 1 2 3 4 5 6 7 8 9 ) = 1’ + 2 ,

+ … +

12 3 4 5 6 7 8 9 ’ 的末位数字
.

问题 1的解决 由定理 7易知 。 一 2
,

即 4牛m
,

则有 S
:

(n ) 的个位数组成的数列 a 。

是最小正周 期为

20 的周期数列
,

故 A 一 0
.

a , a Z

… a 。

… 是循环节为 2 0 的

无限循环小数
,

故 A 为有理数
.

G u a n g x i S e ie n e e s ,

V o
l

.

1 0 N o
.

1
,

F e b r u a r y 2 0 0 3



问题 2的解 决 因 n = 1 26 4 3 57 89 = 0 1火

9 6 7 4 3 1 2 5一 l
,

由定理 7 知
,

当 4牛m 时
, a 。

= a 。
= 5

,

当

4 }m 时
, a ,

一 凡
。
一 7

,

或根据 ( 6) 式有
:

当 4牛, 时
, a ,

三

S
。
( 1 2 3 4 5 6 7 8 9 ) 二 5

·

1 2 3 4 5 6 7 9 三 5 ( m ed 1 0 ) ; 当 4 }m

时
, a ,

二 S
,。

( 1 2 3 4 5 6 7 8 9 ) 三 3
·

1 2 3 4 5 6 7 9 三 7 ( m o d

10 ) ; 即当 4下m 时
,

S
,
( 1 2 3 4 5 6 7 8 9 ) 的末位数字为 5

,

当

4 .m 时
,

S ,
( 1 2 3 4 5 6 7 8 9 ) 的末位数字为 7

.
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e f

r o m p a g
e 3 )

格的定性基准
.

设映射 f
* : 厂 ~ ( o

,

1 ]
,

使得 f
、
( N

*
) = 几任 ( O

,

1」
.

易知 ( r
,

里 ) 构成
一

个格
,

并且是
一

个线性序集
,

映射 九 为 ( r
,

里 ) 到 ( (0
,

1 ]
,

镇 ) 上的序同态
.

定义 7 如果对某 2 个定性基准域 N
,

N
,

有

T ,

( N ) 一 N
,

成立
,

则称 界
,

是从 N 到 N
,

的定性基准变换
.

令 f
,

( N
*
) = ` 乏 ,

( o
,

l 〕
:

为所有 f
、
( N

*
) 组成的集

合
,

即 ( o
,

1 ]
:
= {

￡; , , e * : ,

…
, 。 k。

}
.

因为 ( o
,

1 ]
:

是一个

线性序集
,

则有

( o
,

l ] 一 ( 。
适。 , ` k l

] U (
e 汤 , , 尸 * :

] U … U ( e
*

, , e h
,
+ 1

]
,

此处
, 。 ; 。

= O
, e * , + ,

~ l
·

显然
,

R = { (
e 去, , ` 奋。 + ;

]
。
} 为 ( o

,

1〕 上的一 个划

分
,

则在 r 与 R 之间存在一个一一对应关 系
,

设 为

H
, ,

即 H
* : 尸 ~ R 为双射

,

这里称之为扰动系数映射
,

它主要是通过调整 r 的基准严格程度
,

使 R 在 ( o
,

1 ]

间游动
.

设 H 为 R 到 N
,

的映射
,

即 H
: R ~ N

, ,

对于 r 中

的某个 N
, ,

如果存在 戳
,

( N
,

) 一 N
, ,

则基准变换 戳
少

实

际上可变为如下 的复合 映射
:

巩
,

一 H
·

H
*

.

由于 H
,

为双射
,

故复合映射又可表示为
:

H 一 戳
, ·

H 刃
’

.

实质

上
,

H 是 ( O
,

l ] 到 N 上的映射
,

即
:

H
:
( O

,

1 ] ~ N
, .

随

着基准变换扰动系数映射 H
*

的不断调整
,

判断基准

域也是随着不断缩放的
,

即对 V 又, ,

又: e ( o
,

l j
,

几, ,

几2

任 R
,

若 几1

< 几: ,

则有 H 。
1
) 卫 H 。

2
)

.

于是
,

H 是基准域簇上由基准拓扑域诱导的集

合套
.

由模糊集的表现定理
,

H 给出了 r 上的一个模

糊 集
: A 一 U

* 。 (
.01 挤月 (劝

,

也 可 写 成 表 达 式
: A

= U
, 。 、 。 .

1〕几T , ·

月万
’
(、 )

.

4 结束语

由定性 映射 ( Q M )模 型诱导出模糊集及其隶属

函数表明
,

属性量
一

质特征转化的定性映射
,

对模糊产

生 的根源能作出清晰的解释
,

为进一步探讨隶属度与

人工神经元联结权重的确定等问题提供一种新 的探

索途径
.
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