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摘要　针对路费与路线长度的非线性关系、目的地的需求量及货物的未知价格等影响因素 ,建立钢管定购和运

输问题的二次规划模型 ,并通过 L INGO6. 0软件 ,成功地求解这一类复杂运输问题 ,从而得到完整的购运计划。

该模型具有一般性 ,可推导至类似问题中。
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Abstract　 A second time prog ramming model fo r purchase and transportation of steel tubes is

developed for a linear prog ramming mode of transport cost and path length, demand of destinations

and unknown price of g oods, A complex problem a re sloved using the sof tw are LINGO6. 0. The

model could be genelized and applied to solution of simila r problems.

Key words　 t ransport problem, ma thematical model, nonlinear prog ramming, shortest path

1　问题简述

　　要铺设 1条 A1→ A2→ … → A15的输送天然气的

主管道 ,如图 1所示 .附近有 7个钢厂 S1 , S2 ,… , S7可

以生产这种主管道钢管 .图中粗线表示铁路 ,单细线

表示公路 ,双线表示要铺设的管道 (假设沿管道或者

原来有公路 ,或者建有施工公路 ) ,圆圈表示火车站 ,

每段铁路、公路和管道旁的阿拉伯数字表示里程 (单

位 km ) .

　　为方便计 , 1 km主管道钢管称为 1单位钢管 .

　　 1个钢厂如果承担制造这种钢管 ,至少需要生产

500个单位 .

　　钢厂 Si在指定期限内能生产该钢管的最大数量

为 si个单位 ,钢管出厂销价 1单位钢管为 Pi万元 ,如

表 1. 单位钢管的铁路运价如表 2. 1 000 km以上每

表 1　钢厂钢管产量及单价

Table 1　 Yield and unit price of steel tubes of a steel mil l

i si
(单位 Unit)

Pi

(万元
Tenthousand yuan)

1 800 160

2 800 155

3 1 000 155

4 2 000 160

5 2 000 155

6 2 000 150

7 3 000 160

表 2　铁路运价

Table 2　 Transport costs of railway

里程

Mileage
( km)

运价
T ransport cost
(万元 Tenthou-
sand yuan)

里程

Mileage
( km)

运价
T ranspor t cost
(万元 Tenthou-
sand yuan)

≤ 300 20 501～ 600 37

301～ 350 23 601～ 700 44

351～ 400 26 701～ 800 50

401～ 450 29 801～ 900 55

451～ 500 32 901～ 1 000 60
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图 1　钢管运输路线

Fig. 1　 Transpor t route of steel tubes

图 2　钢管运输路线

Fig. 2　 Transpor t route of steel tubes

增加 1至 100 km运价增加 5万元 .

　　公路运输费用为 1单位钢管每公里 0. 1万元 (不

足整 km部分按整 km计算 ) .

　　钢管可由铁路、公路运往铺设地点 (不只是运到

A1 , A2 ,… , A15 , 而是管道全线 ) .

　　问题 1　请制定一个主管道钢管的订购和运输

计划 ,使总费用最小 (给出总费用 ) .

　　问题 2　如果要铺设的管道不是一条线 ,而一个

树形图 ,铁路、公路和管道构成网络 ,请就这种更一般

的情形给出一种解决办法 ,并对图 2按问题 1的要求

给出模型和结果 .

2　问题分析

　　为了求出定购计划 ,首先应该知道从各钢厂到各

铺设路段运送单位钢管所需费用最小的路径 .为此 ,

我们定义:

　　定义 1　使得从钢厂 Si运送单位钢管到铺设端

点 A j的费用最小的路径称为从 Si到 Aj的最省路径 .

　　如果可以预先知道运往各铺设端点的钢管量 ,那

么原问题就是一个纯粹的运输问题 ,而运输问题已经

有着比较成熟的解法 [1, 3 ] .然而我们遇到的并非如此

简单 .各铺设端点只有一个相当大的取值范围 (而不

是一个确定的值 ) ,确定这些值只能由运输和铺设的

限制条件以及费用极小来决定 .

　　由于需铺设的总长度是相当长的 ,

而一根钢管的长度相对来说就小得多 ,

所以可以认为:从铺设端点运送钢管到

铺设地点时 ,钢管是连续不断、均匀地卸

下的 .

　　基于以上原因 ,我们决定 ,首先求出

各钢厂到各铺设端点的最省路径 ,然后

根据限制条件和费用极小建立连续型规

划模型 ,最后求出整个购运计划 .

3　模型假设

　　假设 1　施工公路与普通公路路况

一样 ;

　　假设 2　在实际运输时 ,经过的路径不会出现这

样的情况: 公路夹于两段铁路之间 ,或铁路夹于两段

公路之间 ;

　　假设 3　在实际运输时 ,总是这样来运输的: 先

运往铺设端点 (指 A1 , A2 ,… )再运到铺设地点 ;

　　假设 4　铺设是均匀、连续的 ,卸货也是均匀、连

续的 .

　　在后面的论述中 ,我们总是假设所有的钢管量以

km为单位 ,所有的费用以万元为单位 .

4　模型建立

　　首先 ,我们针对图 1建立数学模型 .

4. 1　最省路径

　　容易知道 ,要使总费用最小 ,所走的

路径就应该是最省路径 .所以我们首先

求出各条最省路径 .

　　对于在一般赋权图中求最短路径问

题已有许多成熟的方法 ,可以运用到这

里 .但由于铁路费用比较特殊 (单位路长

费用不是定值 ) ,所以必须做些特殊处理 .经过观察我

们发现 ,图 1中所有铁路及火车站构成一颗树 ,要把

钢管从任一钢厂运至铺设地点上都必须至少经过一

个交接点 (Bi ) , 再根据假设 2,每一次运输只能经过

1个交接点 .这样 ,在一次运输中 ,经过的铁路将是连

接出发点 (钢厂 )和交接点的那条通路 .不妨把它们直

接用铁路连起来 .这样我们可以按照如下方法构造新

图:

　　 (Ⅰ )在图 1中将所有的钢厂与交接点全部用铁

路连接起来 ,铁路长度与图 1中相应的铁路总长度一

样 .如果某个点既是钢厂又是交接点 ,则把它们拆成

2个点 , 1个代表钢厂 , 1个代表交接点 ,它们之间的
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铁路长度赋值为 0.

　　 (Ⅱ )略去图 1中的铁路及火车站 (除交接点外 ) .

　　这样就得到 1个新图 ,重新摆放各点的位置后的

形状如图 3.

图 3　与图 1等效的简化图

Fig. 3　 Simplified fig. 1

　　我们给图 3的所有边都赋予边权 ,它们的值是运

送单位钢管经过该边的费用 (而不是路的长度 ) .

　　在此必须说明的是 ,在假设 2的前提下 ,图 1与

图 3是等效的 .等效的意思是指: 在图 1中从任何 1

个钢厂走到任何 1个铺设点 ,不管所走的是哪一条

路 ,在图 3中都有惟一的路径与之相对应 ,并且费用

相等 .这样 ,图 3中的所有的边权值都可以从图 1及

铁路、公路运价求出 .譬如 , S1B1 = 160,B1 A2 = 0. 3,

A1A2 = 10. 4. 由于篇幅关系 ,在此不再一一给出 .

　 　图 3是一个典型的赋权图 ,可用 Dijkstra算

法 [3 ]、逐次逼近法 [4 ]等算法求出从 Si 到 A j的最省路

径和相应费用 ,在此我们采用逐次逼近法 .为节省篇

幅 ,结果在此将不给出 ,读者可自行计算 ,程序可参见

文献 [4] .

4. 2　目标函数 (费用表达式 )

　　设从钢厂 Si运往铺设端点 Aj 的钢管量为 xi j ,那

么 ,购买费用为

　　J1 = ∑
7

i= 1
∑
15

j= 1
Pixij .

　　用 wij表示从 Si到 Aj的最省路径相应的费用 ,则

运输过程中的费用为

　　J2 = ∑
7

i= 1
∑
15

j= 1

(wij ) xij .

　　因为钢管运到铺设端点 Aj后 ,还要运往铺设地

点 .在图 3中 ,铺设端点的度最大为 2,所以每个端点

运送的方向最多有 2个 ,可设 A j向左运送的钢管量为

Lj ,向右运送的钢管量为 Rj ,显然有

　　Rj + Lj = ∑
7

i= 1

xi j , j = 1, 2,… , 15, R15 = 0, L1 =

0. ( 1)

　　再由假设 4,卸货是均匀的 ,当从铺设端点 Aj向

左运输钢管走了 t km时 ,剩余在车上的钢管量为 Lj

- t ,所以将钢管运至 Aj后再向左运输需要的费用

　　 (J3 )
L
j = e  ∫

L
j

0
( Lj - t ) dt =

1
2

 eL
2
j .

其中 e是运输 1单位钢管每公里的公路运费。

　　同理 ,将钢管运至 Aj后再向

右运输需要的费用

　　 (J3 )
R
j = e ∫

R
j

0
( Rj - t ) dt =

1
2

 eR
2
j .

　　 因此这期间的总费用为

　　J3 = ∑
15

j= 1
( (J3 )Lj + (J3 ) Rj )

= ∑
15

j= 1

1
2

 e (L 2
j + R

2
j ) .

　　 购买费用、从钢厂运往铺设

端点的费用、从铺设端点运至铺

设地点的费用构成了全部费用的

总和 .所以 ,总费用为

　　J= J1 + J2+ J3 = ∑
7

i= 1
∑
15

j= 1
Pixi j +

∑
7

i= 1
∑
15

j= 1
wijxi j + ∑

15

j= 1

1
2

 e (L2j + R
2
j ) . ( 2)

4. 3　约束条件

　　根据需铺设的钢管总长度为 5171个单位 ,而且

运输量总是非负的 ,所以

　　∑
7

i= 1
∑
15

j= 1
xij = 5171. ( 3)

　　 再根据假设 4,铺设是均匀的 (不重叠不遗漏 ) ,

所以有

　　 Rj + Lj+ 1 = A jA j+ 1 , j = 1, 2,… , 14, ( 4)

其中 Aj Aj+ 1表示从 A j到 Aj+ 1需要铺设钢管的长度 .

　　由于钢厂 Si的产量上限为 si ,所以

　　∑
15

j= 1
xij ≤ si , i = 1, 2,… , 7. ( 5)

　　而每个钢厂都有自己的产量下限 .如果生产 ,则

必须不小于 500,否则就不生产 ,产量为 0.即

　　∑
15

j= 1
xij = 0,或∑

15

j= 1
xij ≥ 500, i = 1, 2,… , 7, ( 6)

为了方便求解 ,我们将上式改写成如下等价形式 (在

产量非负的条件下 ):

　　∑
15

j= 1
xij (∑

15

j= 1
xij - 500)≥ 0, i = 1, 2,… , 7. ( 7)

4. 4　数学模型

　　 由 ( 1) ～ ( 7)可以得到一个连续非线性规划模

型:
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　　minJ = ∑
7

i= 1
∑
15

j= 1

Pixij + ∑
7

i= 1
∑
15

j= 1

wijxi j + ∑
15

j= 1

1
2

 

e (L
2
j + R

2
j ) .

　　 S. T.

　　∑
7

i= 1
∑
15

j= 1
xij = 5 171.

　　∑
15

j= 1

xij ≤ si , i = 1, 2,… , 7,

　　Rj + Lj = ∑
7

i= 1

xi j , j = 1, 2,… , 15, R15 = 0, L1 =

0. ( 9)

　　Rj + L j+ 1 = A j Aj+ 1 , j = 1, 2,… , 14,

　　∑
15

j= 1
xij (∑

15

j= 1
xij - 500)≥ 0, i = 1, 2,… , 7,

　　 xij ≥ 0, i = 1,… , 7, j = 1,… , 15.

这就是我们所要建立的钢管购运计划数学模型 .

5　模型求解

　　这是 1个非线性规划模型 .由于模型中变量太

多 , 人工 求解很 难进行 . 我们 使用 数学 软件

LINGO6. 0,成功地求解这个模型 ,从而得到完整的

购运计划 .首先是去钢厂购买钢管的计划 ,表 3列出

了具体的购买方案 ,所花费用J1 = 797 725;然后是

将钢管运至铺设端点 ,运输方案也在表 3中给出 ,运

输费J2 = 399 731. 55;最后是把钢管从铺设端点运

到铺设地点 ,表 4给出了运输方法 ,运输费J3 = ∑
15

j= 1

1
2e ( R

2
j + L

2
j ) = 80 916. 45.这样总费用就是J= J1

+ J2 + J3 = 1 278 373.

6　模型强化

　　如果要铺设的管道不是一条线 ,而是一个树形

图 ,铁路、公路和管道构成网络 ,我们的方法同样是适

用的 ,因为在求最省路径时 ,我们并不排除铁路、公路

和管道构成网络的情形 .实际上 ,图 2与图 1的差别

主要是铺设端点的度数不同 .因此 ,只要对第一个模

型稍作修改 ,就可以解决这种更一般的情形了 .

　　对图 2运用相同的方法进行改造 ,得到的新图如

图 4所示 ,其中的边权可以根据图 2求出 .

　　在图 4中 ,铺设路径上的结点的最大度数为 3,

表 3　在图 1中从钢厂购买钢管然后运到铺设端点的计划

Tabl e 3　 Pl ans on conveying of the steel tubes purchased from steel mil l to the paving point in Fig. 1

钢厂

Steel mill

购买量

Purcha se

(单位
Units)

购买费用

Expenses
(万元

Tenthousand
yuan)

运输路径 (在图 1中 )

Transpor t route

( in fig 1)

运量 xi j
Quantites xi j

(单位
Units)

单价

Unit price
(万元

Tenthousand
yuan)

运费

T ransport costs
(万元

Tenthousand
yuan)

S1 800. 0 　　 128000 S1B6B5B4A5 　　 334. 5 　　 38. 0 12711. 0　　

S1B6B5A6 200. 0 20. 5 4100. 00　　

S1B7A7 265. 5 3. 1 823. 05　　

S2 800. 0 124000 S2B8B3B1A2 179. 0 205. 3 36748. 70　　

S2B3A4 134. 1 171. 6 23011. 56　　

S2B8B7B6B5B4A5 186. 9 111. 0 20745. 90　　

S2B8A8 300. 0 71. 2 21360. 00　　

S3 1000. 0 155000 S3B9B8B7B6B5B4A5A4 333. 9 181. 6 60636. 24　　

S3B9B8B7B6B5B4A5 2. 1 121. 0 254. 10　　

S3B9A9 664. 0 48. 2 32004. 80　　

S4 0. 0 0 无 Non 0. 0 0. 0 0. 00　　

S5 1015. 0 157325 S5B11B10B9B8B3B2A3 508. 0 225. 2 114401. 60　　

S5B11B10B9B8B7B6B5B4A5 92. 0 146. 0 13432. 00　　

S5B11A11 415. 0 33. 0 13695. 00　　

S6 1556. 0 233400 S6B15B13B10A10 351. 0 62. 0 21762. 00　　

S6B15B13B12A12 86. 0 45. 0 3870. 00　　

S6B15B13A13 333. 0 26. 2 8724. 60　　

S6A14 621. 0 11. 0 6831. 00　　

S6B15B16A15 165. 0 28. 0 4620. 00　　

S7 0. 0 0 无 Non 0. 0 0. 0 0. 00　　

合计 To tal 5171. 0 797725 5171. 0 1547. 9 399731. 55　　
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表 4　从铺设端点到铺设地点的计划

Tabl e 4　 Pl an of paving point to paving point

j

Lj

(单位

Units)

Rj

(单位

Units)

费用

Transport
co st
(万元

T enthousand
yuan)

j

(单位
Units)

Lj

(单位

Units)

Rj

(单位

Units)

费用

Transport
co st
(万元

Tenthousand
yuan)

1 　 0. 0 　 0. 0 　　 0. 0 9 　 505. 0　 159. 0　 14015. 3

2 104. 0 75. 0 822. 05 10 321. 0 30. 0 5197. 05

3 226. 0 282. 0 6530. 0 11 270. 0 145. 0 4696. 25

4 468. 0 0. 0 10951. 2 12 75. 0 11. 0 287. 3

5 606. 0 9. 5 18366. 3125 13 199. 0 134. 0 2877. 85

6 184. 5 15. 5 1714. 025 14 286. 0 335. 0 9701. 05

7 189. 5 76. 0 2084. 3125 15 165. 0 0. 0 1361. 25

8 125. 0 175. 0 2312. 5
合计
( Tot al)

80916. 45

从结点运往铺设地点的方向数最多有 3个 ,分别用

D1j ,D2j ,D3j表示从 A j运往 3个方向的运量 ,各方向

的取法如下 (其中的方向都是指在图 4中的方向 ):

　　 ( i)如果结点 Aj 的度为 1,说明从该结点运出的

方向只有一个 , D1j 就是这个方向上的运量 ,并且令

D2j = 0, D3j = 0. 这样的结点有 A1 , A15 , A1 6 , A18 ,

A21 ;

　　 ( ii)如果结点 Aj 的度为 2,说明从该结点运出的

方向有 2个 ,D1j表示向左方向的运量 ,D2j表示向右

方向的运量 ,并且令 D3j = 0.这样的结点有 A2 , A3 ,

A4 , A5 , A6 , A7 , A8 , A10 , A12 , A13 , A14 , A19 , A20 .

　　 ( iii)如果结点 A j的度为 3,则 D1j表示向左方向

的运量 , D2j表示向右方向的运量 ,D3j表示向下的运

量 .这样的结点有 A9 , A11 , A17 .

　　用类似于前面建立模型的方法对问题三建立模

型如下:

　　minJ = ∑
7

i= 1
∑
21

j= 1
Pixij + ∑

7

i= 1
∑
15

j= 1
wijxi j + ∑

21

j= 1

1
2

 

e(D12j + D22j + D32j ) .

　　 S. T.

　　∑
7

i= 1
∑
21

j= 1

xij = 5 903,

　　∑
21

j= 1

xij ≤ si , i = 1, 2,… , 7,

　　∑
21

j= 1
xij (∑

21

j= 1
xij - 500)≥ 0, i = 1, 2,… , 7,

　　 D1j + D2j + D3j = ∑
7

i= 1
x ij , j = 1, 2,… , 21,

　　 D2j + D1j+ 1 = Aj Aj+ 1 , j = 1, 2,… , 14,

　　 D39 + D116 = 42, D311+ D117 = 10,

　　 D217 + D118 = 130,D317 + D119 = 190,

　　 D219 + D120 = 260,D220 + D121 = 100,

　　 D11 = D215 = D216 = D316 = D218 = 0,

　　 D318 = D319 = D320 = D221 = D321 = 0,

　　 D3j = 0, j = 1,… , 8, 10, 12,… , 15.

　　 xij ≥ 0, i = 1,… , 7, j = 1,… , 21.

　　求解以上模型得到表 5、表 6的购买和运输计

划 .由此可知J1 = 910 515,J2 = 412 089. 55,J3 =

∑
21

j= 1

1
2
e(D12j + D22j + D32j ) = 86 087. 15,总费用J=

J1+ J2 + J3 = 1 408 691. 7.

7　模型评价

　　本文所讨论的问题用线性规划来求解是无法得

到满意结果的 ,这主要是因为钢管从铺设端点运往铺

设地点时的运费不与路长成线性关系 ,为此我们建立

二次规划模型 ,为的是真实反映实际操作中的各种条

件限制和费用 ,结果是合理可用的 .虽然我们求解的

只是一个特定的实际问题 ,但其中的方法具有一般

性 ,容易推广到类似的问题中 .如果只是运输路线图

的不同 ,则只需修改相应数据就可以了 .

图 4　与图 2等效的简化图

Fig 4　 Simplified fig. 2
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表 5　在图 2中从钢厂购买钢管然后运到铺设端点的计划

Tabl e 5　 Pl ans on conveying of the steel tubes purchased from steel mil l to paving point in fig. 2

钢厂

Steel mill

购买量

Purcha se

(单位 Units)

购买费用

Expenses
(万元 Tenthou-

sand yuan)

运输路径 (在图 1中 )

Transpor t route

( in fig 1)

运量 xi j
Quantites xi j

(单位 Units)

单价

Unit price
(万元 Tenthou-

sand yuan)

运费

T ransport costs
(万元 Tenthou-

sand yuan)

S1 800. 0 128000 S1B6B5B4A5 　　 334. 5 　　 38. 0 12711. 00

S1B6B5A6 200. 0 20. 5 4100. 00

S1B7A7 265. 5 3. 1 823. 05

S2 800. 0 124000 S2B8B3B1A2 179. 0 205. 3 36748. 70

S2B8B3B2A3 321. 0 190. 2 61054. 20

S2B8A8 300. 0 71. 2 21360. 00

S3 1000. 0 155000 S3 B9B 8B3B2A3 80. 0 200. 2 16016. 00

S3B9B8B7B6B5B4A5 214. 0 121. 0 25894. 00

S3B9A9 664. 0 48. 2 32004. 80

S3A16 42. 0 44. 0 1848. 00

S4 0. 0 0 无 Non 0. 0 0. 0 0. 00

S5 1613 249938 S5B11B10B9B8B3B2A3 107. 0 225. 2 24096. 40

S5B11B10B9B8B7B6B5A5A4 468. 0 206. 6 96688. 80

S5B11B10B9B8B7B6B5A5 67. 0 146. 0 9782. 00

S5B11B10A10 351. 0 57. 0 20007. 00

S5B11A11 415. 0 33. 0 13695. 00

S5A17 205. 0 32. 0 6560. 00

S6 1690. 0 294000 S6B13B18B12A12 86. 0 45. 0 3870. 00

S6B13A13 333. 0 16. 2 5394. 60

S6A14 621. 0 11. 0 6831. 00

S6B15B16A15 165. 0 28. 0 4620. 00

S6B13A18 65. 0 37. 0 2405. 00

S6B15B13B18A19 70. 0 44. 0 3080. 00

S6A20 250. 0 10. 0 2500. 00

S6A21 100. 0 0. 0 0. 00

S7 0. 0 0 无 Non 0. 0 0. 0 0. 00

合计 To ltal 5903 910515 5903 1832. 70 412089. 55

表 6　从铺设端点到铺设地点的计划

Tabl e 6　 Pl an of paving point to paving point

j

D1j

(单位
Uni ts)

D2j

(单位
Units)

D3j

(单位
Unit s)

费用
Transport
co st
(万元

T enthou-
sand yuan)　

j

D1j

(单位
Units)

D2j

(单位
Units)

D3j

(单位
Units)

费用
Transport
cost
(万元
T enthou-
sand yuan)

1　　 0. 0　　 0. 0　 0 　 0. 0 12 　75. 0　 11. 0 　0 287. 3

2 104. 0 75. 0 0 822. 05 13 199. 0 34. 0 0 2877. 8

3 226. 0 82. 0 0 6530 14 86. 0 335. 0 0 9701. 0

4 468. 0 0. 0 0 10951. 2 15 165. 0 0 0 1361. 25

5 606. 0 9. 5 0 18366. 312 16 42. 0 0 0 88. 2

6 184. 5 15. 5 0 1714. 025 17 10. 0 65. 0 130. 0 1061. 25

7 189. 5 76. 0 0 2084. 312 18 65. 0 0 0 211. 25

8 125. 0 175. 0 0 2312. 5 19 60. 0 10. 0 0 185

9 505. 0 159. 0 0 14015. 3 20 250. 0 0 0 3125

10 321. 0 30. 0 0 5197. 05 21 100. 0 0 0 500

11 270. 0 145. 0 0 4696. 25
合计
( To tal)

86087. 1
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