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摘要　利用三角和估计、特征和估计等解析方法研究 Dirich let L-函数的二次加权均值分布 ,得出均值分布的渐

近公式

∑
i≠i0
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Abstract　 The second pow er mean dist ribution o f Dirichlet L- functions is studied by using

some analy tic methods such as estima tion of t rig onometric sum, estima tion of character sum

ect. . It s asym pto tic fo rmula is giv en as follow s:

∑
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1　定理

　　设 q≥ 2为整数 ,i为模 q的 Dirichlet特征 ,对任

意的整数 m , Gauss和 G(m ,i)定义如下:

G(m ,i) = ∑
q

a= 1

i(a ) e ma
q

,　其中 e(n) = e2πin .

关于 Gauss和的性质 ,许多数论书中都有研究 ,

然而 G(m ,i)的最重要的性质就是:当i是模 q的原

特征且 (m ,q) = 1时有|G(m ,i)|= q . 对于非原

特征i,|G(m ,i)|的值变化很大 .也就是说 ,对不同

的特征i,|G(m ,i)|的值的分布很不规则 . 但是在

许多加权均值中|G(m ,i)|又表现出良好的值的分

布性质 . 本文就可以说明这一点 . 设 i为模 q的

Dirichlet特征 , L (s ,i) = ∑
∞

n= 1
i(n)n

- s
为 Dirichlet L-

函数 . 本文利用三角和估计、特征和估计、以及一些

解析方法研究了 Dirichlet L-函数的二次加权均值分

布 ,得到如下定理 .

定理 1　设整数 q≥ 2,对任意整数 m且 (m ,q)

= 1,有均值分布的渐近公式

　　∑
i≠i

0

|G(m ,i)|
2
|L ( 1,i)|

2
=
π2

6
h

2
(q)∏

p|q
( 1 -

1
p

2 ) + O q
3
2 ln

2
qd ( q) ,

其中∑
i≠i

0

表示对模 q的非主特征求和 .∏
p|q
表示对 q的

所有素因数求积 . h(q)为 Euler函数 , d (q)为除数函

数 .

2　主要引理

　　引理 1　设整数 q≥ 2,i表示模 q的 Dirichlet特

征 ,有

∑
i≠i

0

|L ( 1,i)|2 = π
2

6
h(q)∏

p|q
1 - 1

p
2 + O q

1
2 ln2

q .

证明　为了方便书写 ,设

A (i, y ) = ∑
q <n≤ y

i(n ) ,

则由 L -函数的定义与 Abel恒等式得
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L ( 1,i) = ∑
q

n= 1

i(n )
n

+∫
+ ∞

q

A (i, y )
y

2 dy  
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0
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0
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0
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n= 1

i(n)
n ∫

+ ∞

q

A (i-, y )
y

2 dy+
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0

∑
q

m= 1

i-(m )
m ∫
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q

A(i, y )
y

2 dy+

∑
i≠i

0
∫

+ ∞

q

A (i-,y )
y

2 dy∫
+ ∞

q

A (i, y )
y

2 dy M+ L .

　　首先我们来计算主项 M ,由特征和的正交关系

可知 ,当 (mn ,q) = 1时有恒等式

∑
imod q

i(n )i-(m ) =
h(q) , 若 n≡ m ( mod q) ,

0, 其它 .

　　由此可得

　　M = ∑
i≠i

0

∑
q

n= 1

i(n )
n ∑

q

m= 1

i-(m )
m

=

h(q)∑
q

n= 1
′

1
n

2 - ∑
q

n= 1
′

1
n∑

q

m= 1
′

1
m

=

π2

6
h(q)∏

p|q
1 -

1
p

2 + O ln2
q ,

其中　∑
∞

n= 1
′

1
n

2 =
π

2

6∏p|q 1 -
1
p

2 .

　　其次估计误差项 L ,由 Po lya-vinogradov定理

知 ,对任意 y≥ 1有

|A (i, y )| q
1
2 ln q,

因此有

L = ∑
i≠i0

∑
q

n= 1

i(n )
n ∫

+ ∞

q

A (i-, y )
y

2 dy+
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i≠i

0

∑
q
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i-(m )
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+ ∞

q
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∑
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0
∫
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q
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y

2 dy∫
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2 dy 

h(q ) ln q∫
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q

q
1
2 lnq
y

2 dy + h(q) ln q∫
+ ∞

q

q
1
2 lnq
y

2 dy+

h(q )∫
+ ∞

q

q
1
2 lnq
y

2 dy

2

 q
1
2 ln2

q+ ln2
q q

1
2 ln2

q.

　　于是得引理结论成立 .

引理 2
[3 ]　设 q,m为整数且 q≥ 2,则有估计式

∑
q

a= 1
′e

ma
q
≤ ∑

d|(m ,q)
d.

引理 3　设整数 q≥ 2,i为模 q的 Dirichlet特征 ,

则有估计式

∑
d|q
∑
q- 1
d

s= 1
d ∑
i≠i

0

i(sd + 1)|L ( 1,i)|2  q
3
2 ln2

qd (q) .

证明　首先设

A (i, y ) = ∑
q

sd+ 1 <n≤ y

i(n) ,

B (i, y ) = ∑
q <n≤ y

i(n ) ,

则由 L -函数的定义与 Abel恒等式得

∑
d|q
∑

q- 1
d

s= 1

d ∑
i≠i

0

i(sd + 1)|L ( 1,i)|2 ≤

∑
d|q
∑
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d

s= 1
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0
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M1+ M2 + M3 + M4 ,

下面估计每一项 ,由特征和的正交关系得

M1 = ∑
d|q
∑
q- 1
d

s= 1
d ∑
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qln
2
qd (q) ,

再由 Polya-Vinog radov定理得
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d|q
∑

q- 1
d

s= 1
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i≠i

0

∑

q
sd+ 1

n= 1

1
n∫
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q

|B (i-,y|
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∑
d|q
∑
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d
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dh(q) ln q∫
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q

1
2 ln q

1
y

2 dy 

∑
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d
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dh(q) ln2

qq
-

1
2 q

3
2 ln2
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　　类似可得:

M3 q
3
2 ln2

qd (q) , M4 q
3
2 ln2

qd (q) .

　　所以有引理 3结论成立 .

3　定理的证明

由 Gauss和的定义知 ,当 (m ,q) = 1时有
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须证明 sup
x∈ A
|∑

n

i= 1
kni (x )Xni|→ 0, a. s.即可 .在此证明中

仍采用定理 3证明中的记号 .

　　 ( i )先证 sup
x∈ A
|S′n (x )|→ 0, a. s.

　　因为kn ( x )≤kn ,所以

　　P (|S′n (x )|> X)≤

Cn
r /p
E|∑

n

i= 1

kni (x )n- 1 /pX~ni ( 1)|r≤ Ckr
nn

r /p
n
r /2≤

C5n
- (T- 1

2
-

1
p

)r
. ( 17)

此处 C5是与 x ,n均无关的常数 .根据 ( 17)式 ,完全利

用定理 2的证明方法即可证明 sup
x∈ A
|S′n ( x )|→ 0, a.

s. ,此处要求选取 ( 1+
1
p

) /U< _ < [ (T-
1
2

-
1
p

)r

- 1] /d.

　　 ( ii )下面证明 sup
x∈ A
|S″n (x )|→ 0, a. s.

　　首先

　　 sup
x∈ A
|ETn (x )|≤ sup

x∈ A
∑

n

i= 1
|kni (x )|E|Xni ( 2)|≤

sup
x∈ A
∑

n

i= 1
|kni (x )|{E|Xni|I (|Xni|> n

1 /p
) + n

1 /p
P (|Xni|

> n
1 /p

) }≤ C sup
x∈ A
∑

n

i= 1
|kni (x )|{n

- (p - 1) /p
+ n

1 /p- 1
}≤

Cn
- (p - 1) /p→ 0,当 n→∞时 . ( 18)

又 sup
x∈ A
|kni ( x )|≤kn ,从而

　　 sup
x∈ A
|Tn (x )|≤ sup

x∈ A∑
n

i= 1

|kni (x )||Xni ( 2)|≤

kn∑
n

i= 1

|Xni ( 2)|≤ C6n
-T∑

n

i= 1

|Xni ( 2)|≤

C6 {n-T∑
n

i= 1

|Xni|I (|Xni|> n
1 /p ) + n

-T
n

1 /p∑
n

i= 1

I (|Xni|>

n
1 /p ) } = ∶C6 {Jn 1+ Jn 2 }.

　　C6是与 x ,n无关的常数 .而 Jn 1→ 0, a. s.和 Jn 2→

0, a. s.从而有 sup
x∈ A
|Tn ( x )|→ 0, a. s. ,结合 ( 18)式知

sup
x∈ A
|S″n ( x )|→ 0, a. s.

　　综合 ( i )、 ( ii) ,得 sup
x∈ A
|Sn (x )|→ 0, a. s.
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∑
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