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摘要　将传统意义下 Hensel构造提升的方法与回归神经网络模型有机地结合起来 ,提出一种基于 Hensel构造

方法的回归神经网络近似代数符号计算新模型和 PFRNN网络算法 .该模型不但具有回归神经网络的特点 ,而

且具有 Hensel构造提升的思想 ,给人们研究代数符号计算与近似代数符号计算提供一种可视化手段 .通过多元

多项式近似因式分解算例分析可以看出 ,新模型刻划出在符号计算意义下精确计算与近似计算的本质与联系 .
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Abstract　 Under the tradi tional Hensel const ruction method and recurrent neural netw orks

model, a new recurrent neural netw o rks sym bo l a lg ebra symbol computation model and PFRNN

Algo ri thm based on Hensel const ruction is proposed. It ha s the characteristics o f t raditional

RNN and the capabili ty of function approximation, and may of fer a kind o f visual m eans fo r

studying alg ebra symbol ca lculation and approx ima te algebra sym bo l calcula tion. Th rough mul-

tiva riate po lynomials approxim ate factorization, the essences and relationships betw een approxi-

mate calcula tion and accurate calcula tion a re explained.

Key words　 recurrent neural netw orks, Hensel construction method, appro xima te facto rization,

algebra symbol com puta tion

　　 Hensel构造方法最先用于求解一元多项式的

P-adic展开式 ,它是由 Hensel本人在 1900年提出 ,

后来经 Wang和 Ro thschlid推广到多元多项式的情

形 ,并应用于整数域上的多项式因式分解
[1 ]

.发展到

今天 , Hensel构造方法和提升的思想 ,在代数符号计

算、近似符号计算等领域 ,有着极其重要的理论价值

和应用背景 .作者认为 ,与 Hensel构造方法有关的代

数计算几乎都是一些精确计算 ,从函数逼近的观点来

看 ,它只是一种在 P-adic意义下的逼近 ,完全不同于

通常意义下一般函数的逼近 ,因而限制了 Hensel构

造方法的应用范围 .因此 ,在代数符号意义下 ,如何刻

划精确计算和近似计算之间的本质联系是值得探讨

的问题 .有关这方面的研究目前还未有相关文献的报

道 .

　　基于此想法 ,文中利用回归神经网络 RNN ( Re-

cur rent Neural Netwo rks)既有前馈通路 ,又有反馈

通路的神经网络的特点 ,设置隐层中神经元的激活函

数为多项式函数序列 ,将 Hensel构造提升的思想与

回归神经网络的特点有机地结合起来 ,提出了一种基

于 Hensel构造的回归神经网络近似符号计算新模型

(图 1) ,它不但具有传统回归神经网络的特点 ,而且

具有 Hensel构造提升的思想和较强的函数逼近能

力 .使得 P-adic逼近意义下 Hensel构造方法类似于

一般意义下的函数逼近 ,推广了 Hensel构造方法应

用范围 .其目的给人们研究代数符号计算与近似代数

符号计算提供一种可视化手段 .文中还以多元多项式

近似因式分解为例 ,刻划出在代数符号计算意义下 ,

精确计算与近似计算的本质与联系 .

1　多项式函数型回归神经网络模型

　　多项式函数型回归神经网络 PFRNN ( Po lyno-

mial function RNN)是一种既有前馈通路 ,又有反馈

通路的函数型神经网络 ,与传统 RNN区别在于 ,其
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隐层 L层经由一组激活函数为多项式函数的神经元

映射的输出经过一步或几步递归后送到其它神经元

或自身 ;反馈通路的作用 ,使得神经网络能够用来有

效地处理递归序列的上下文相关的计算 ;而传统的

RNN的 L层神经元每一位输出代表着一个识别单

位发生概率大小 ,而不是一些具体的激活函数 ,处理

实际问题往往受到专家领域知识的限制 ,在很大程度

上限制了 RNN网络的应用范围 . 因此 ,有必要进行

推广 .推广后的网络 ,我们称为 PFRN N网络 ,其

PFRNN神经网络结构如图 1所示 .

图 1　 PFRNN网络结构

Fig. 1　 Netw o rk structur e o f PFRNN

其中 I层是用来为 L层产生初始取值 ,通常根据经验

人为的设定 ,称为附加层 , L层的每一结点代表一个

神经元 f i ( i = 1, 2,… ,n ) ,所对应的激活函数序列为

hi ( i = 1, 2,… ,n ) .对图 1的多项式函数型 RNN网

络 ,对于一递归步长为 N ,可把该网络按递归步长逐

步展开 ,并且把展开后的网络看作是一个在各步之间

共享权值的大网络 ,上、下步计算结果传递是通过每

一步的隐层 L层激活函数通过映射来完成 .实际上

图 1神经网络展开后整个网络的整体结构如图 2所

示 .

图 2　 PFRNN神经网络展开模型

Fig. 2　 Outspread model of neural netwo rks o f PFRNN

其中: t代表递归步长 ,u ( t )为输入向量 , x ( t )为反馈

向量 ,y ( t )为输出向量 .这样 ,我们可通过对初始权值

I的训练 , 和每一步层 L中激活函数序列的选取 ,便

可完成对 PFRNN网络的整体训练学习。

2　基于 Hensel构造的 PFRNN网络算法

　　在设计基于 Hensel构造的 PFRN N网络算法

时 ,首先 ,以引理形式给出传统的 Hensel构造方法 ,

然后再给出基于 Hensel构造的 PFRNN网络算法:

　　引理 1
[ 2]
　 [一般 Hensel引理 ]设 F (x , y ,… , z )

是一多元多项式 ,对任何正整数 k ,都存在着一多项

式集 {F
(k )
1 ,… ,F

(k )
n } ,满足:

　　 F (x , y ,… , z )≡ F
(k )
1 ( x , y ,… , z )… F

( k)
n (x , y ,… ,

z )　 ( m od S
k+ 1

) ,

　　 F
( k)
i = F

( 0)
i 　 ( mod S )　 i = 1, 2,… ,n ,

其中　 S = (y ,… , z )为由 y ,… , z构成理想 .

　　下面以二元多项式为例 ,给出基于 Hensel构造

的 PFRNN网络算法的描述 .

　　在图 2中 ,给定一递归长度为 N的输入输出向

量序列 ,其训练过程和步骤如下:

　　步骤 1　把 x ( 0)设为从附加层 I输出的初始权

值 ,u ( 0)设为第一步输入 ,向前传播计算得到 y ( 0)和

x ( 1) ;

　　步骤 2　对步长 t > 0,把 x ( t )设为前一步的输

出 ,u ( t )设为当前步长的输入 ,向前传播计算得到

y ( t )和 x ( t+ 1) ,设 z ( t ) = (u( t ) , x ( t ) ) T ,则

　　 yi ( t+ 1) = f it ( w( t)
j z ( t ) ) = ∑

n

j= 0
w

(t )
j h(t )

j (z ( t ) ) ,

( 1)

其中 w
(t)
j 为计算到第 t步网络的权值 ,h( t)

j (z ( t ) )为第

t步 L层神经元 f it ( i = 1, 2,… ,n; t = 0, 1,… ,N - 1)

所对应的激活函数。

　　步骤 3　置步长 t = 0变化到 N - 1,神经元个

数 j = 0变化到 n ,那么 ,整个 PFRNN网络每一步输

出:

　　 yi ( t+ 1) = yi ( t ) + ∑
n

j= 0

w
(t)
j h( t)

j (z ( t ) ) , i = 1, 2,

… ,n, ( 2)

其中 z ( t )为参数 ,在实际应用中在确定 .

　　步骤 4　重复步骤 1～ 步骤 3,计算出 PFRNN

网络在每一步输出 ,直到递归步长 t = N - 1为止。这

样 ,我们可通过以上算法中计算公式就可完成对

PFRNN的训练学习 .

　　现考察该网络第 t步 L层结点的输出:

　　 yi ( t+ 1) = f it ( w( t)
j z ( t ) ) = ∑

n

j= 0

w
(t )
j h(t )

j (z ( t ) ) ,

( 3)

显然 ,若将 ( 3)中h
(t )
j 看作逼近的基函数 ,则 ( 3)定义

了一个函数逼近结构 .而且 ,式 ( 3)中的参数 w
(t)
j ,

h(t )
j , z ( t )都可调 ,使得用于逼近的基函数相应调整 .

所以 ,相比一般逼近方法 ,神经网络所定义的函数逼

近结构的优越性在于它不但是一个对逼近系数寻优

的过程 ,而且是一个对逼近基函数序列自适应寻优的

过程 .当然 ,由于h
( t)
j 本身的限制 ,根据实际问题的需

要 ,上述基函数的寻优是在一定范围内进行 ,随着

PFRNN网络递归步长的增加 ,迭加的结果 ,使得基

函数的自由度增加了 ,这是传统的逼近方法所不能比

177广西科学　 2003年 8月　第 10卷第 3期



拟的 .其次 ,在式 ( 3)中 ,h
( t)
j 它又是 PFRNN网络的激

活函数 ,其形式不同于一般神经网络的激活函数的取

法 .一旦选定了网络的结构 ,那么 ,各逼近的参数可通

过统一的训练算法求得 ,使得算法的适应性好 ,不依

赖于数据 .

　　设 F (x , y )∈ C [x , y ] ,n = degxF为 F关于变元

x 的次数 ,其中 C [x , y ]为复数多项式域 ,若多项式

F (x , y )能分解 ,则有:

　　F (x , y ) = F1 (x , y ) F2 ( x ,y )… Fn (x , y ) ,

其中 Fj ( x ,y ) = x + cj 0 + cj 1y+ cj2y
2 + … + cjky

k

+ … , j = 1, 2,… ,n , ( 4)

在 ( 4)式中 , cji 为对应权值 ,其确定方法如下:

　　引理 2
[ 3 ]　对任一多元多项式 F (x , y ) ,若有根 x

= hj ( y ) ,其中hj (y ) = cj 0+ cj1y+ cj2y
2
+ … , j = 1,

2,… , degx (F ) ,则它的每一近似因式都是形如 x -

hj ( y )的形式 ,且存在一双输入、单输出的 4层前向展

开神经网络通过训练可导出每一 F j ( x , y ) .

　　引理 3
[3 ]　 对任一给定多项式 F ( x , y ) ,其中 n

= degx ( F ) ,总存在唯一的 PFRNN网络 ,通过对 ( 4)

式的权系数和基函数的训练 ,可递归地计算每一近似

因式 Fj (x , y ) . ( j = 1, 2,… ,n)直到 y
k项 (k≥ e =

degy (F ) ) .

　　引理 4
[3 ]　对任意一正整数 l , 0≤ l≤ n - 1,通

过权值调整算法所得到权值集 {w (l )
1 ,… , F (l )

n }满足:

w
(l)
1 [F1… Fn /F1 ]+ … + w

(l )
n [F1… Fn /Fn ] = x

l .

( 5)

　　现回过头来 ,考察基函数序列的确定方法 .在图

2的 PFRNN网络中 ,为了与多项式符号表示一致 ,用

F
(t)
i 仍表示该网络第 t步的第 i个神经元的输出 ,那

么 ,第 t + 1步第 i个神经元的输出 ,由式 ( 2)有:

　　F
(t+ 1)
i = F

(t )
i + ΔF

(t+ 1)
i = F

( t)
i + ∑

n- 1

l= 0
w

(l )
i h

(t)
l ( y ) ,

( 6)

另一方面 ,从近似因式分解目的来讲 ,误差函数满足:

　　ΔF
( t+ 1)

≡ F - F
(t)
1 F

(t )
2 … F

(t )
n =

ΔF
( t+ 1)
1 [F1F2… Fn /F1 ]+ … +

ΔF
( t+ 1)
n [F1F2… Fn /Fn ], ( 7)

结合引理 4及式 ( 7)进一步可表示成:

　　ΔF
( t+ 1) ≡h(t )

n - 1x
n- 1 + h( t)

n - 2x
n- 2 + … + h( t)

0 , ( 8)

通过比较 ( 7) , ( 8)两式 ,就可确定出 PFRN N网络递

归的每一步基函数或激活函数序列 h
(t )
j .

　　 这样 ,我们就完成了基于 Hensel构造的回归神

经网络模型的建立及学习算法的设计 .

3　算例及分析

3. 1　算例

　　例 1
[ 4]　在 C [x ,y ]中 ,近似分解多项式 F (x , y )

= x
2

- 4y
2

- 4y - 1.

　　首先 ,设 y= 0,可得到一元多项式 F (x , 0) = x
2

- 1= (x - 1) (x+ 1) ,附加层 I初始权值选取: 1和

- 1,用权值调整算法 [3 ] ,通过训练最后的权值:

　　
u ( 0)

u ( 1)
=

1
2

1
2

-
1
2

1
2

.

递归步长 t= 0, 1那么 ,在第 t= 0步 , L层神经元 f i0 ( i

= 1, 2)对应激活函数:

　　h( 0)
i (y ) = 0　 i = 1, 2,

输出向量: x ( 0) = ( x , y )
T

,通过计算得到第 0步输

出: F
( 0)
1 = x - 1, F

( 0)
2 = x+ 1在 t = 1,选取基函数:

h
( 1)
1 (y ) = 0,h

( 1)
0 ( y ) = - 4y

2
- 4y ,向前传播计算 t=

1步 ,输出 y ( 1)每一分量:

　　 F
( 1)
1 = F

( 0)
1 + ∑ j

w
( j )
1 h( 1)

j ( y ) = x - 1 - 2y2 -

2y ,

　　 F
( 1)
2 = F

( 0)
2 + ∑ jw

j
2h

( 1)
j ( y ) = x + 1+ 2y

2
+

2y ,

同理 ,在 t = 2步 ,输出 y ( 2)每一分量 ,此时 ,基函数

选取:

h( 2)
1 (y ) = 0,h( 2)

0 (y ) = 4y2+ 8y3+ 4y4 ,此时 PFRNN

网络的输出:

　　 F
( 2)
1 = x - 1 - 2y + 4y

3
+ 2y

4
,

　　 F
( 2)
2 = x + 1+ 2y - 4y3 - 2y4 ,

为所求给定多项式近似因式 .

3. 2　算例分析

　　 下面以例 1来分析文中提出的网络算法的优越

性在于:

　　 (Ⅰ ) 与文 献 [4] 中提出 的 NNBFM ( neural

netw o rk based facto rization model)算法相比 ,该算

例采用 2× 2× 2× 1网络结构实现 ,经 42034次迭

代才完成近似分解 ,得到 2个近似因式: x - 1. 998y

- 0. 999及 x+ 1. 999y+ 0. 999;若用文中提出的基

于 Hensel构造的回归神经网络算法 ,只须迭代 3次 ,

就可到 2个近似因式: F
( 2)
1 = x - 1 - 2y + 4y3 +

2y
4
,F

( 2)
2 = x + 1+ 2y - 4y

3
- 2y

4
,由于所给多项

式关于变元的次数为 2,若去掉 2个因式中的次数大

于 2的项 ,不难得到 2个精确因式 .由此可见 ,文中提

出的算法收敛速度快 ,计算精度高 .

　　 (Ⅱ )与传统的 Hensel构造方法相比 ,当给定多

(下转第 182页 Continue on page 182)
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x′(h ( t ) ) )|dt+∫
+ ∞

t
1

(∫
t

t
0

ds
r1 (s ) )|e( t )|dt =

∫
+ ∞

t
1

Q1 ( t )|f ( t ,x ( t ) , x (g ( t ) ) ,x′( t ) , x′(h ( t ) ) )|dt+

∫
+ ∞

t
1

Q1 ( t )|e( t )|dt <
m
3

+
m
3

=
2
3
m .

　　此式矛盾,故 lim
t→+ ∞

sup|x ( t )|= 0,又 x ( t )是方程

( E)的振动解 ,则 lim
t→+ ∞

inf|x ( t )|= 0.从而 lim
t→+ ∞

x ( t ) = 0.

　　例 3　考虑方程

　　
1+ x

2 ( t )
2+ x

2 ( t )
1
t
x′( t )

′

+

1
t

4
x ( t ) + x ( ln( t ) )

[x ( t ) + x ( ln( t ) ) ]
2
+ 1

[1+ ( x′( t ) )
2
+

(x′( t ) ) 2 ]- 1 =
1
t
4 , ( 10)

在此方程中 ,可取 r1 ( t ) =
1
2t

,从而 Q1 ( t ) = t
2 - t

2
0 ,

　　∫
+ ∞

t
0

Q1 ( t )|e( t )|dt =∫
+ ∞

t
0

( t2 - t
2
0 )

1
t

4 dt <

∫
+ ∞

t
0

1
t
2 dt <+ ∞ , ( 11)

　　∫
∞

t
0

Q1 ( t )|f ( t ,x ( t ) ,x ( g ( t ) ) ,x′( t ) ,

x′(h ( t ) ) )|dt = ∫
∞

t
0

( t
2

- t
2
0 )|

1
t
4

x ( t ) + x ( ln( t ) )
[x ( t ) + x ( ln( t ) ) ]

2
+ 1

[1 + (x′( t ) ) 2 +

( x′( t )
2

]
- 1
|dt≤∫

∞

t
0

1
2t

2dt <+ ∞ .

　　由 ( 11)式 ,知 ( C1 )成立 ;由 ( 12)式 ,知 ( C2 )成

立 . 利用定理 3可知方程 ( 10)的一切有界振动解当 t

→+ ∞ 时趋于零 .
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项式次数较高时 ,存在着组合爆炸问题 ;由于神经网

络具有大规模并行处理 ,良好的自组织性、自适应性

等优点 ,因此 ,本文提出的算法 ,特别适合于多维计算

情形 .

　　 (Ⅲ )从整体来看 , Hensel构造方法的神经网络

模型相比传统的 Hensel构造方法 ,由于每步逼近基

函数选取自由度大 ,无须进行模运算 .因此 ,算法稳定

性、容错性好 .

　　 (Ⅳ )从该算例看出 ,基于 Hensel构造的回归神

经网络近似符号计算新模型 ,完全刻划出在代数符号

计算意义下 ,精确计算与近似计算的本质与联系 .

4　结束语

　　文中将 Hensel构造提升的方法与回归神经网络

的特点有机地结合起来 ,提出了一种基于 Hensel构

造方法的回归神经网络近似符号计算新模型 ,它不但

具有传统回归神经网络的特点 ,而且具有 Hensel构

造提升的方法和较强的并行计算功能 ,其目的是给人

们研究代数符号计算与近似代数符号计算提供一种

可视化手段 ,完全刻划精确计算与近似计算的本质与

联系 .
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