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摘要　给出局部凸空间一致光滑的一个充分条件 .
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Abstract　 In this paper, we giv e a sufficient condition of uniform smoothness in locally convex

spaces.
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　　赵俊峰 , 路万忠在文献 [1]给出了 Banach空间

一致光滑的一个充要条件 , 文献 [2 ] 将文献 [3,

4]的结果推广到局部凸空间 . 在上述文献的基础上 ,

本文将文献 [1] 定理 1的充分性推广到局部凸空间 ,

并纠正了文献 [2 ]一个主要定理证明的不妥之处 .

　　设 (E , P)为实局部凸的拓扑线性空间 , P为 E的

一个生成拓扑的半范族 ,对偶空间为 E′, p∈ P , E′

中关于半范 p连续的线性泛函全体记为 , E*
p = { f ∈

E′, sup|f ( x )|
p( x )≤ 1

<+ ∞ } ,则由 Alaog lu-Bourbaki定理

可知 E
*
p 为 E′的 子空 间 , 且按 范数  f p =

sup
p (x )≤ 1

|f (x )|成为 Banach空间 ,记 S( E
*
p ) = { f∈ E

*
p ,

 f p = 1} , Sp ( E) = {x∈ E ,p (x ) = 1} ,Up (E ) = { x

∈ E ,p (x )≤ 1} ,注意到 Up为 E中具有非空开核的闭

凸均衡吸收集 ,因而 x ∈ Sp ( E) ,存在 f ∈ S( E*
p ) ,

使 f (x ) = 1,易知文献 [5]中给出的局部凸空间一致

光滑的等价定义如下 .

　　定义 1　实局部凸空间 ( E ,P )称为一致光滑的 ,

若 p∈ P , X> 0,ヨW> 0,使得当 x∈ Sp ( E) , y∈

E且 0 < p( y ) < W时 , ( p( x + y ) + p (x - y ) -

2) /p( y ) < X.

　　注 1　不难看出定义 1又等价于如此陈述 ,实局

部凸空间 ( E, P )成为一致光滑的 ,若 p∈ P, X>

0, W> 0使得当 0 < λ< W时 , x , y ∈ Sp ( E )有

( p (x + λy ) + p (x - λy ) - 2) /λ<X.

　　定理 1　 ( E ,P )为实局部凸空间则下列等价

　　 ( i) ( E ,P )为一致光滑 ;

　　 ( ii ) p ∈ P, { x*
n }  Sp (X* ) 及 { y*

n }  

Sp ( E
*

)和 { xn } Sp ( E ) ,若 x
*
n (xn )→ 1, y

*
n (xn )→ 1,

则  x*
n - y

*
n p→ 0.

　　 ( i)  ( ii) 的证明 .

　　 p∈ P , {x*
n } Sp ( E* )及 {y*

n } Sp ( E* )

和 {xn } Sp ( E)使 x
*
n ( xn )→ 1, y

*
n (xn )→ 1,由 ( i )成

立知 ,对上面的 p∈ P及 X> 0, W> 0,当 0 <λ

< W时 ,有 ( p (x + λy ) + p (x - λy ) - 2) /λ<X/4.

对一切 x∈ Sp ( E ) , y∈ Sp (E )均成立 .特别对 { xn } 

Sp ( E )亦有 (p (xn + λy ) + p (xn - λy ) - 2) /λ<X/3

取 0 < λ< min(X,W)则 N > 0当 n > N时 ,有

　　|
x

*
n (xn ) - 1
λ

|<
λ
3

,|
y
*
n ( xn ) - 1
λ

|<
λ
3

且

　　 x
*
n (xn ) + λx*

n ( y ) > 0, y*
n (xn ) - λy*

n (y ) > 0,

( 1)

则当 n > N时 ,有

　　
p( xn + λy ) + p (xn - λy ) - 2

λ
≥

|x*
n (xn + λy )|+ |y*n ( xn - λy )|- 2

λ =

x
*
n ( xn ) + λx

*
n (y ) + y

*
n (xn ) - λy

*
n (y ) - 2

λ
=

x
*
n ( xn ) - 1
λ +

y
*
n (xn ) - 1
λ + ( x

*
n - y

*
n ) ( y ) , ( 2)
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则

　　 (x
*
n - y

*
n ) ( y )≤

p(xn + λy ) + p( xn - λy ) - 2

λ
+ |

x
*
n ( xn ) - 1

λ
|+

|
y

*
n (xn ) - 1
λ

|< X
3

+ λ
3

+ λ
3

< X, ( 3)

交换 ( 1) ( 2) ( 3)中 x
*
n , y

*
n 的位置便得

　　 (y*
n - x

*
n ) ( y ) < X, ( 4)

从而

　　|(x
*
n - y

*
n ) (y )|< X, ( 5)

再由 y∈ Sp ( E)的任意性便得  x*
n - y

*
n  p≤X,从而

 x*
n - y

*
n  p→ 0, (n→∞ ) .

　　 ( ii)  ( i) 的证明 .

　　反之则 p∈ P ,及X0 > 0及 { xk } Sp ( E ) , { yk }

 Sp (E )和λk→ 0(λk > 0) (k = 1, 2,… )使

　　
p (xk + λk yk ) + p (xk - λk yk ) - 2

λk
≥X0 , ( 6)

而对于每个λk > 0,存在 x
*
k , y*

k ∈ Sp ( E* )使

　　 x
*
k (xk ) + λkx*

k ( yk ) = x
*
k ( xk + λkyk ) > p( xk+

λk yk ) - λ
2
k , ( 7)

　　 y
*
k (xk ) + λky

*
k (yk ) = y

*
k (xk - λk yk ) > p (xk -

λk yk ) - λ2
k , ( 8)

由 ( 7)和 ( 8)可得

　　p (xk + λkyk ) + p (xk - λkyk ) - 2λ2
k < (x*

k +

y
*
k ) (xk ) + λk (x*

k - y
*
k ) ( yk ) ≤ 2 + λk ( x*

k -

y
*
k ) ( yk ) , ( 9)

由 ( 6)和 ( 9)可得

　　 2+ λkX0 - 2λ2k < p( xk+ λk yk )+ p( xk - λk yk ) -

2λ
2
k < ( x

*
k + y

*
k ) (xk ) + λk (x

*
k - y

*
k ) (yk )≤ 2+

λk ( x
*
k - y

*
k ) ( yk ) ,

从而

　　X0 - 2λk < ( x
*
k - y

*
k ) ( yk )≤ x

*
k - y

*
k  p ,

( 10)

则

　　 lim
k→∞
 x

*
k - y

*
k  p≥ X0 > 0, ( 11)

而由 ( 7) , ( 8)易知 x
*
k (xk )→ 1, y*k ( xk )→ 1(k→∞ ) ,

由 ( ii)成立知 , x*
k - y

*
k  p→ 0,这与 ( 11)矛盾 ,从而

( ii) ( i)成立 .

　　仿文献 [2]定理 4证明 ,我们不难得到

　　引理 1　 p∈ P ,若X> 0, f , g∈ S( E*
p ) ,且当

x ∈ f
- 1

( 0)∩ Sp (E )时 ,|g (x )|<
X
2

,则或者  f -

g p≤ X,或者  f + g p≤ X,其中 f
- 1 ( 0) = { x ∈

E|f ( x ) = 0}.

　　定理 2　设 ( E, P )为实局部凸空间 ,则 ( E ,P )一

致光滑的充分条件为 p∈ P有

　　 lim
r→ 0+

sup
u, v∈ S

p
( E) , 0 < P(u - v ) < r

1 - p(
u+ v

2 )

p(u - v )
= 0.

　　证明　充分性　由定理 1知仅只需证明 p∈

P及  {x*
n } , { y*

n } Sp ( E*
p ) , {xn }  Sp ( E) , 当

x
*
n (xn ) → 1, y*

n (xn ) → 1时有  x*
n - y

*
n  p→ 0(k→

∞ ) . 否则 ,则 p∈ P及 0 <X0 < 1,及 { x*
n } , {y*

n } 

S( E*
p ) , {xn } Sp ( E ) .虽有 x

*
n ( xn ) > 1-

1
n

2 , y*n (xn )

> 1 -
1
n

2 ,但  x*
n - y

*
n  p≥X0 > 0. 令 Fn =

1
2

(x*
n

+ y
*
n ) ,则 Fn (xn ) > 1 - 1

n
2且  Fn → 1(n→∞ ) ,则

 Fn的子列仍记为 Fn及某个 k > 0, yn ∈ Sp ( E )使

Fn (yn ) = 0, x
*
n ( yn )≥

X0
k

(n = 1, 2,… ) .若非则对 k

> 0,当 n充分大时 ,有 x
*
n (x ) <

X0

k
, x∈ F

- 1
n ( 0)∩

Sp ( E ) . 则由引理 1,注 1知 ,或者  
Fn

 Fn - x
*
n  p≤

2X0

k
,或者  

Fn

 Fn - x
*
n p≤

2X0
k
由 k的任意性知 ,等价

地有或者

　　 
Fn

 Fn 
- x

*
n  p→ 0, (n→∞ ) ( 12)

或者

　　 
Fn

 Fn 
- x

*
n  p→ 0, (n→∞ ) , ( 13)

若 ( 12)成立 ,但  
Fn

 Fn p - x
*
n p =

 
Fn -  Fn px

*
n

 Fn p
 p≥

1
2
 y

*
n - x

*
n  p - ( 1 -

 Fn p ) x
*
n  p .

　　再由  y*
n - x

*
n  p≥X0 , Fn → 1知

 
Fn

 Fn p - x
*
n  p→/ 0与 ( 12)矛盾 .

　　若 ( 13)成立 ,而  
Fn

 Fn p
+ x

*
n  p =

 
Fn + x

*
n + x

*
n ( Fn p 1

 Fn p
 p≥ (Fn+ x

*
n ) (xn ) - ( 1-

 Fn p )≥ 2 -
1

2n2 -
1

2n2 > 1也矛盾 .

　　故上述常数 k存在 .

　　令 un =
xn +

1
n
yn

p (xn +
1
n
yn )

,vn =
xn -

1
n
yn

p (xn -
1
n
yn )

,

则 p (un ) = p(vn ) = 1,且

　　 p( xn +
1
n
yn )≥ x

*
n ( xn +

1
n
yn ) > ( 1 -

1
n

2 ) +

X0

nk
, ( 14)
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　　p (xn -
1
n
yn )≥ y

*
n ( xn -

1
n
yn ) > ( 1 -

1
n

2 ) +

X0
nk

, ( 15)

则 N > 0使 n> N时有
X0
nk

-
1
n

2 >
X0

2nk于是由 ( 14) ,

( 15)知

　　p (xn +
1
n
yn ) > 1+

X0
2nk

> 1, ( 16)

　　p (xn -
1
n
yn ) > 1+

X0
2nk , ( 17)

又

　 p(un - vn )≤ p (
xn + 1

n
yn

p( xn +
1
n
yn )

- (xn +
1
n
yn ) ) +

p ( (xn + 1
n
yn ) - xn )≤ p (xn+ 1

n
yn )| 1

p( xn +
1
n
yn )

- 1|+
1
n
≤ |p( xn +

1
n
yn ) - 1|+

1
n
≤

2
n

,

类似可得 p(uv - xn )≤
2
n

,故

　　p (un - vn )≤
4
n

, ( 18)

　　
1
2
p (un + vn ) =

1
2
p ( (

1

p (xn +
1
n
yn )

+

1

p(xn -
1
n
yn )

) xn + 1
n

( 1

p (xn +
1
n
yn )

-

1

p(xn -
1
n
yn )

) yn )≤ 1
2

( 1

p (xn +
1
n
yn )

+

1

p(xn -
1
n
yn )

) + 1
2n
|p (xn - 1

n
yn ) - p (xn + 1

n
yn )|

≤
1
2

( 1+
1

1+
X0

2nk

) +
1
n

2 , ( 19)

(由 1≤ p (xn±
1
n
yn )≤ 1+

1
n
知 -

1
n

< p (xn -

1
n
yn ) - p( xn+ 1

n
yn ) < 1

n
再由 ( 16) , ( 17)便知 ( 19)

成立 . )从而

　　
1 - p (

un + vn
2

)

p (un - vn ) ≥

1
2

-
1

2( 1+
X0
2nk

)
-

1
n

2

4
n

=

X0
8

1

2k+
X0
n

-
1
4n >

X0
64k , (n→ ∞ ) . ( 20)

　　下面说明对上面的 un ,vn一定存在 {un - vn }
∞
n= 1

的子列 ,不妨仍记为 {un - vn }
∞
n= 1 ,使

　　p (un - vn ) > 0, (n = 1, 2,… ) .

　　 由于 X1 > 0,有 p(
un - vn

p(un - vn ) + X1
)≤ 1,故

un - vn
p (un - vn ) + X1

∈ Up ( E ) ,则 |x*
n ( (un - vn ) /( p (un

- vn ) + X1 ) )|≤ sup
p (x )≤ 1

|x*
n|=  x*

n  p = 1,知|x*
n (un

- vn )|≤ p (un - vn )+ X1 ,由X1的任意性知|x*
n (un -

vn )|≤ p (un - vn ) ,同理|y*
n (un - vn )|≤ p(un - vn ) ,

从而

　　 p(un - vn )≥ 1
2

(|x*
n (un - vn )|+ |y*n (un -

vn )|) ,

令　Qn =
1

p (xn + 1
n
yn )

-
1

p (xn - 1
n
yn )

.

　　 ( i)若 {Qn }
∞
n= 1存在子序列 ,不妨仍记为 {Qn }

∞
n= 1 ,

使 Qn≥ 0(n = 1, 2,… ) ,则

　p (un - vn )≥
1
2
|x*

n (un - vn )|≥
1
2
x

*
n (un - vn ) =

x
*
n (

xn +
1
n
yn

p (xn +
1
n
yn )

-
xn -

1
n
yn

p (xn -
1
n
yn )

) = x
*
n (xn )Qn +

x
*
n ( yn )
n

(
1

p (xn +
1
n
yn )

+
1

p( xn -
1
n
yn )

) ≥ ( 1 -

1
n

2 )Qn +
X0

nk
(

1

p (xn + 1
n
yn ) + p (xn - 1

n
yn )

) > 0.

　　 ( ii )反之 ,则 N > 0,使 n > N时 ,恒有 Qn≤ 0,

则当 n > N时 ,

　p (un - vn )≥
1
2
|y*

n (un - vn )|≥
1
2
y

*
n (un - vn ) =

1
2 y

*
n (

xn -
1
n
yn

p (xn -
1
n
yn )

-
xn +

1
n
yn

p (xn +
1
n
yn )

) =

1
2
y

*
n (xn ) (

1

p( xn -
1
n
yn )

-
1

p (xn +
1
n
yn )

) -

1
2
y

*
n ( yn )
n

(
1

p (xn -
1
n
yn )

+
1

p (xn +
1
n
yn )

)≥

1
2

( 1 -
1
n

2 ) ( - Qn ) +
X0

nk
(

1

p (xn -
1
n
yn )

+

1

p (xn +
1
n
yn )

) > 0.

(上式用到 y
*
n ( yn ) = - x

*
n ( yn )≤ -

X0
k

)

　　从而一定存在 {un - vn }
∞
n= 1的子序列 ,仍记为 {un

- vn }
∞
n= 1 ,使 p(un - vn ) > 0.再由 ( 18) ( 20)便知与题

设矛盾 .

　　注 2　文献 [2 ]定理 6(沿用原文记号 )最后在证
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明 p ( yn - zn ) > 0时作者如下证明 ,由于 f n ( x0 )→ 1

= f (x 0 ) ,因此对 X> 0, N ,当 n > N时|f n (x 0 )

- f (x 0 )| <X故

　 p( yn - zn )≥
an
n

(
1

p (x 0 +
xn
n

)
+

1

p (x 0 -
xn
n

)
) -

|
1

p (x 0 +
xn
n

)
-

1

p (x 0 -
xn
n

)
|X, ( 21)

由X的任意性便得出 p( yn - zn ) > 0.但我们注意到 ,

对每个取定X和适合条件的 n,并不能判断 ( 21)大于

等于号右方式子的正负性 ,也就无法由X的任意性推

知 p (yn - zn ) > 0. 但仿照本文在证明 p (un - vn ) >

0的方法可证得 p ( yn - zn ) > 0. 因而原文结论仍然

成立 .
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　　 (Ⅳ )与 (Ⅲ )的证明类似即可证明 (Ⅳ ) .

　　记V
c
T (m )为 CA - 232T-U(m )的 T-循环个数 ,

V
a- b
T (m )为固定边界条件 a - b下 CA- 232a - b (m )的

T-循环个数 , (a,b∈ { 0, 1} ) .

　　定理 6　 (Ⅰ ) CA - 232T-U(m ) , (m≥ 4)的不动

点个数为:

　　Vc1 (m ) = 2V0- 0
1 (m - 2) + 2V0- 1

1 (m - 4) =

2V
1- 1
1 (m - 2) + 2V

1- 0
1 (m - 4) = 2V

0- 0
1 (m - 2) +

2V1- 0
1 (m - 4) = 2V1- 1

1 (m - 2) + 2V0- 1
1 (m - 4) ;

　　 (Ⅱ ) CA - 232T-U(m )中 2-循环的个数为

　　 r
c
2 (m ) =

0,m为奇数 ,

1,m为偶数 .

　　证明　 (Ⅰ )由引理 14知Vc1 (m ) = V0- 0
1 (m - 2)

+ V1- 1
1 (m - 2) + V0- 1

1 (m - 4)+ V1- 0
1 (m - 4) ,又由

定理 4知V0- 0
1 (m - 2) = V1- 1

1 (m - 2) ,V0- 1
1 (m - 4)

= V1- 0
1 (m - 4)结论成立 .

　　 (Ⅱ ) 由推论 4直接得到 .
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