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利用固定矩阵计算亏损矩阵的幂级数之和

The Sum Of the Defective Matrix Power

Series by the Regular Matrix
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摘要　通过方阵 A的极小多项式h(λ) = (λ- λ1 )n1 (λ- λ2 )n2… (λ- λs )ns的指数来定义可变系数向量 V (m) ,并

构成 A的固定矩阵 D .利用固定矩阵 D ,将计算亏损矩阵的幂级数公式 Am = PJmP- 1改进为 Am = V (m )D- 1 (E ,

A ,… , Aw- 1 )T ,免去求若当链及 P- 1的步骤 .

关键词　亏损矩阵　幂级数　若当链　固定矩阵
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Abstract　 Define the transfo rmable entries vecto r V (m ) on the basis of index of the minimal

polynomialh(λ) = (λ- λ1 )
n

1 (λ- λ2 )
n

2… (λ- λs )
n
s , and make up the regula r matrix D. The classics

fo rmula A
m = PJ

m
P

- 1 is im proved to Am = V (m )D- 1 (E , A ,… , Aw - 1 ) T . According ly , the calculation

of the Jordan chains and P
- 1 can be avoided.

Key words　 defectiv e matrix , power series, Jordan chain, regular ma trix

　　在工程技术中 ,常用到阶数很大的方阵的函数或

矩阵幂级数 ,常规处理方法是将方阵化为对角形 . 如

果该方阵为亏损矩阵 ,就需要求它的若当链及过渡矩

阵 . 实际操作难度很大
[1, 2 ]

, 本文试图解决这一问题 .

　　设复数域上的 n阶亏损矩阵 A的极小多项式为

h(λ) = (λ- λ1 )n 1 (λ- λ2 )n 2… (λ- λs )ns ,其中 λ1 ,λ2 ,

… ,λs为互异的特征根 .h(λ)的次数记为 w = ∑
s

i= 1
ni . A

的若当标准形记为 J = diag (J 1 ,J 2 ,… , Js ) ,其中 Ji =

diag( Ji1 (λi ) ,Ji 2 (λi ) ,… ,Jit( i) (λi ) )为 λi对应的若当矩

阵 ,其中若当块

　　 Jij (λi ) =

λi

1 …

… …

1 λi n
i
( j )× n

i
( j )

,

Jij (λi )的阶记为 ni ( j ) .不妨设 ni ( 1) ≤ … ≤ ni ( j ) ≤

… ≤ ni ( t ( i ) ) .显然 ni ( t ( i ) ) = ni .由文献 [1] ,可找到

特征向量与广义特征向量构成过渡矩阵 P,使 A =

PJP
- 1

.设

　　 P = ( P1 , P2 ,… , Ps ) , 其中 Pi = ( Pi1 , Pi 2 ,… ,

Pit (i ) ) , Pij = ( Pij1 , Pij2 ,… , Pijn
i
( j ) ) ,

Jij (λi )对应的若当链链长为 ni ( j ) ,满足
APij 1 = λiPij1 + Pij 2 , APij 2 = λiPij 2 + Pij 3 ,… ,

APij ,n
i
(j ) - 1 = λiPij ,n

i
(j ) - 1+ Pij,n

i
( j) , APij ,n

i
( j ) = λi Pij, n

i
( j) .

　　显然每条若当链的最后一个向量 Pij,ni ( j) 为特征

向量 ,其余为广义特征向量 .计算 A的幂的公式为
[ 3]

　　 A
m

= P diag (J
m
1 , J

m
2 ,… ,J

m
s ) P

- 1
, 其中 J

m
i =

diag ( J
m
i1 (λi ) , J

m
i2 (λi )… , J

m
it(i ) (λi ) ) ,其中 J

m
ij (λi )如 ( 1)式

所示 .

　　 J
m
ij (λi ) =

λ
m
i

C
1
mλm- 1

i λm
i

C
2
mλ

m- 2
i C

1
mλ

m- 1
i

C
3
mλm- 3

i C
2
mλm- 2

i …

… … … … …

C
n
i
( j ) - 1

m λm- n
i
( j) - 1

m C
n
i
( j ) - 2

m λm- n
i
(j ) - 2

m … C
2
mλm- 2

i C
1
mλm- 1

i λm
i

. ( 1)
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　　用 ( 1)式求 A的幂 ,必须先求出 n个线性无关的

特征向量、广义特征向量 ,即找到足够的若当链构成

P ,再求 P
- 1 .该方法计算量很大 ,即使知道 A的标准

形 ,要找到足够的若当链也不容易
[2 ]

.本文试图寻找

一种既能利用若当块 J
m
ij (λi )的元素的规律性 ,又能避

免求若当链的方法 .

　　对于给定的过渡矩阵 P ,令 P
- 1 = Q= (Q1 , Q2 ,

… , Qs ) T ,其中 Qi = (Qi 1 , Qi2 ,… ,Qit( i) ) T , Qij = (Qij 1 ,

Qij 2 ,… , Qijn
i
( j ) ) T ,则

　　A
m = P diag (Jm1 ,Jm2 ,… , Jms )P- 1 = ∑

s

i= 1

PiJ
m
i Qi =

∑
s

i= 1
( Pi1 , Pi 2 ,… , Pit (i) ) diag (J

m
i 1 (λi ) , J

m
i2 (λi ) ,… ,

J
m
it(i ) (λi ) ) (Qi 1 , Qi2 ,… , Qit( i) )

T
= ∑

s

i= 1
∑
t( i)

j= 1
PijJ

m
i j (λi )Qi j =

∑
s

i= 1
∑
t( i)

j= 1
∑
n
i
( j)

k= 1
∑
m

h= 0
C
h
mλm- h

i Pij, k+ hQijk = ∑
s

i= 1
∑
m

h= 0
C
h
mλm- h

i  

(∑
t (i)

j= 1
∑
n
i
( j )

k= 1

Pij, k+ hQijk ) , ( 2)

令 A
(h )
i = ∑

t (i)

j= 1
∑
n
i
( j )

k= 1
Pij, k+ hQijk ,其中 h > m时 ,C

h
m = 0.当

k+ h > ni ( j )时 , Pij ,k+ h不存在 ,故 Pi j,k+ hQijk不存在 .

又因 ni ( 1) ≤ ni ( 2) ≤ … ni ( t ( i ) ) = ni ,故最后一个为

A
(n
i
- 1)

i = ∑
t (i)

j= a

Pij , 1+ (n
i
- 1) Qi j1 ,其中 ni (a ) = ni而 ni (a -

1) < ni .称 A
( 0)
i , A

( 1)
i ,… , A

(n
i
- 1)

i 为 A的属于λi的广义

特征矩阵 .由 ( 2)式 ,有

　　定理 1　设λ1 ,λ2 ,… ,λs为 n阶亏损矩阵 A的互

异的特征根 , A
( 0)
i , A

( 1)
i ,… , A

( n
i
- 1)

i 为 A的属于λi的广

义特征矩阵 ,m∈ N ,则

　　 A
m

= ∑
s

i= 1
∑

m

h= 0
C
h
mλ

m- h
i A

(h )
i , ( 3)

　　推论 1　∑
s

i= 1
A

( 0)
i = E. ( 4)

　　证明　∑
s

i= 1

A
( 0)
i = ∑

s

i= 1
∑
t (i )

j= 1
∑
n
i
(j )

k= 1

PijkQijk =

∑
s

i= 1
∑
t (i )

j= 1

Pij Qij = ∑
s

i= 1

PiQi = PQ = E.证毕 .

　　分别令 m = 0, 1,… ,w - 1,代入 ( 3)式 (当 m =

0时 A°= E,见 ( 4)式 ) ,有方程组

　　∑
s

i= 1

A
( 0)
i = E , ∑

s

i= 1

(λi A
( 0)
i + A

( 1)
i ) = A,… ,

∑
s

i= 1
∑
w- 1

h= 0
C

h
w - 1λ

w - 1- h
i A

(h )
i = A

w - 1
, ( 5)

　　 记 U = ( A ( 0)
1 , A ( 1)

1 ,… , A (n
1
- 1)

1 , A ( 0)
2 , A ( 1)

2 ,… ,

A
(n

2
- 1)

2 ,… , A( 0)
s , A( 1)

s ,… , A(n
s
- 1)

s ) T , V (m ) = (C0
mλm

1 ,

C
1
mλ

m- 1
1 ,… ,C

n
1
- 1

m λ
m- n

1
+ 1

1 ,C
0
mλ

m
2 ,C

1
mλ

m- 1
2 ,… ,

C
n

2
- 1

m λm- n
2
+ 1

2 ,… ,C0
mλm

s ,C1
mλm- 1

s ,… ,Cn
s
- 1

m λm- n
s
+ 1

s ) (其 中

当 h > m 时 C
h
m = 0) , 则 ( 3) 式可表示为 A

m =

V (m )U.显然 V (m )是 A
m的次数 m及 A的极小多项

式h(λ) = (λ- λ1 )n1 (λ- λ2 ) n2… (λ- λs ) ns的指数 n1 ,

n2 ,… ,ns的函数 .称 V (m )为 A的第 m个可变系数向

量 .方程组 ( 5)的系数矩阵如 ( 6)式所示 .

D =

1 0 … 0 1 0 … 0 … 1 0 … 0

λ1 1 … 0 λ2 1 … 0 … λs 1 … 0

λ2
1 C

1
2λ1 … C

n
1
- 1

2 λ3- n
11 λ2

2 C
1
2λ2 … C

n
2
- 1

2 λ3- n
22 … λ2

s C
1
2λs … C

n
s
- 1

s λ3- n
ss

　 … 　 … 　 … 　 … 　 … 　 … 　 … 　 … 　 …

λw - 1
1 C

1
w - 1λw - 2

1 … C
n

1
- 1

w - 1λw- n
11 λw- 1

2 C
2
w- 1λw- 2

2 … C
n

2
- 1

w- 1λw - n
21 … λw - 1

s C
n
s
- 1

w λw- 2
s … C

n
s
- 1

w- 1λw - n
ss

( 6)

式 ( 6)可表示为 D = ( V ( 0) ,V ( 1) ,V ( 2) ,… ,V ( w -

1) )
T

,称 D为 A的固定矩阵 .

　　命题 1　 A的固定矩阵 D可逆 .

　　证明　把 D中的列向量第 1个分量为 1的作为

第 1组 ,第 1个分量为 0而第 2个分量为 1的作为第

2组 ,依此类推 ,因为 n1≤ n2≤ … ≤ ns ,所以最后一组

(即第 ns组 )的每个向量前 ns - 1个分量为 0,而第 ns

个分量为 1.显然不同两组的列向量是线性无关的 .

下证每一组的列向量也线性无关 .对于第 i组 ,设 nj

≥ i而 nj- 1 < i ,则第 i个矩阵 Di为 s - j+ 1阶方阵 ,

从第 i组每个列向量的第 i个元素 (该元素为 1)取起 ,

至第 i+ s - j个元素止 ,构成方阵 Di .其行列式

　　|Di|=

1 1 … 1

C
i
i+ 1λj C

i
i+ 1λj+ 1 … C

i
i+ 1λs

　　 … 　　 … 　　 …

C
i
i+ s- jλs- j

j C
i
i+ s- jλs- j

j+ 1 … C
i
i+ s- jλs- j

s

=

C
i
i+ 1…C

i
i+ s- j

1 1 … 1

λj λj+ 1 … λs

　 … 　 … 　 …

λs- j
j λs- j

j+ 1 … λs- j
s

.

　　因为λj ,λj+ 1 ,… ,λs互异 ,故范德蒙行列式不为 0,
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故|Di|≠ 0,从而 Di可逆 .从而第 i组列向量线性无

关 ( i = 1, 2,… , s ) .故 D的所有列向量线性无关 ,从而

D可逆 .证毕 .

　　推论 2　 方程组 ( 5)有唯一解 .

　　证明 　由命题 1,方程组 ( 5)的系数矩阵 D可

逆 ,故 ( 5)有唯一解 .证毕 .

　　定理 2　设 D为 A的固定矩阵 ,m∈ N ,则 A
m =

V (m )D- 1 (E , A ,… , Aw- 1 ) T . ( 7)

　　证明　因为 A
m = V (m )U,故方程组 ( 5)可表示

为 DU = ( E, A ,… , A
w- 1

)
T

,从而 U = D
- 1

(E , A,… ,

A
w- 1

)
T
. 故 A

m
= V (m )U = V (m )D

- 1
(E , A,… ,

A
w- 1 ) T .证毕 .

　　用 ( 7)求一系列幂 A
k
(k = w , w + 1,… ,m ,… )

时 , 先 求 D
- 1 (E , A ,… , Aw- 1 ) T , 再 逐 个 求

V (k )D- 1 (E , A,… , Aw - 1 ) T即可 .在实际计算中 ,也可

直接利用初等行变换解方程组 ( 5) ,即可用 E , A,… ,

A
w- 1表示各个 A

( h)
i .再代入 ( 3)式计算幂 A

k .

　　注意 ,这里 D
- 1为 w阶方阵 ,而 ( E , A,… , Aw - 1 ) T

看成一个由 w个文字 E, A ,… , A
w- 1
组成的列向量 ,

不是分块矩阵 .事实上 ,算出 D
- 1 ( E, A,… , Aw - 1 ) T ,

就得到了 U.本文推导 U中的一系列广义特征矩阵

时 ,用到过渡矩阵 P ,也即用到特征向量与广义特征

向量 ,但由 D
- 1 ( E , A,… , Aw - 1 ) T = U知 ,求 U已不再

需特征向量与广义特征向量了 ,仅需列出固定矩阵

D ,再求 D
- 1 .从而避免求若当链及 P

- 1 .

　　特别地 ,当 A为非亏损矩阵时 ,n1 = … = ns = 1,

V (k ) = (λk
1 ,λk

2 ,… ,λk
s ) ,因而固定矩阵 D简化为范德

蒙矩阵 ,对这一特殊情形的结论 [5 ]已用哈密顿 -凯莱

定理导出 .

　　下面是本文给出的求矩阵幂的固定矩阵算法:

第一步:求 A的极小多项式 ;第二步: 写出可变系数向

量 V ( 0) ,V ( 1) ,… ,V ( w - 1) ,构成固定矩阵 D;第三

步:求 D
- 1

;第四步:用 ( 7)式求 A
m

.

　　 命题 2　交换 V (m )中的分量的位置 ,公式 ( 7)

仍然成立 .

　　证明　交换 V (m )中第 i个与第 j个分量的位置

相当于 V (m ) 右 乘一 个初 等矩 阵 P ( i , j ) , 即

V (m ) P ( i , j ) . D中第 i列与第 j列随之交换位置 ,成为

DP ( i , j ) .故

　　 (V (m ) P ( i , j ) ) (DP( i , j ) ) - 1 =

V (m ) P ( i , j ) P ( i , j )
- 1
D

- 1
= V (m )D

- 1
.证毕 .

　　定理 3　设 f ( t ) = ∑
∞

k= 0

ak t
k ,它的收敛半径为 r ,λi

为 A的特征根 ( i = 1, 2,… , s ) ,|λi| < r ,则矩阵幂级

数∑
∞

k= 0

akA
k收敛 ,且

∑
∞

k= 0

ak A
k = ( f (λ1 ) ,

f′(λ1 )
1!

,… ,
f

(n
1
- 1) (λ1 )

(n1 - 1)!
, f (λ2 ) ,

f′(λ2 )
1!

,… ,
f

( n
2
- 1)

(λ2 )
(n2 - 1)!

,… , f (λs ) ,
f′(λs )

1!
,… ,

f
(n
s
- 1)

(λs )
(ns - 1)!

)D- 1 ( E, A ,… , Aw- 1 ) T .

　　证明　由 Lagrange-Sylvester定理 [1 ] ,∑
∞

k= 0

ak A
k收

敛 .由定理 2,

　　∑
∞

k= 0

ak A
k = ∑

∞

k= 0

akV (k )D- 1 ( E, A,… , Aw - 1 ) T =

( ∑
∞

k= 0

akV (k ) )D- 1 ( E, A,… , Aw - 1 ) T = ( ∑
∞

k= 0

akC
0
kλk

1 ,

∑
∞

k= 0

akC
1
kλk- 1

1 ,… , ∑
∞

k= 0

akC
n

1
- 1

k λk- n
1
+ 1

1 , ∑
∞

k= 0

akC
0
kλk

2 ,… ,

∑
∞

k= 0
akC

n
s
- 1

k λ
k- n

s
+ 1

s )D
- 1

( E, A ,… , A
w- 1

)
T

= ( f (λ1 ) ,

f′(λ1 )
1!

,… ,
f

(n
1
- 1)

(λ1 )
(n1 - 1)!

, f (λ2 ) ,
f′(λ2 )

1!
,… ,

f
(n

2
- 1)

(λ2 )
(n2 - 1)!

,

… , f (λs ) ,
f′(λs )

1!
,… ,

f
(n
s
- 1)

(λs )
(ns - 1)!

D
- 1 ( E , A,… ,

A
w - 1

)
T
.证毕 .

　　 定理 3与著名的 Lag range-Sylv ester定理等价 ,

但前者比后者实用 ,因为无需求特征向量与广义特征

向量 .定理 3降低了 [1, 3, 4 ]中方阵函数与矩阵幂级数的

计算难度 .

　　例 1　设 A =

1 0 　 0 　 0

0 3 - 1 - 1

0 1 　 1 - 1

0 0 　 0 　 2

,求 sin A.

　　解　易得 A的极小多项式为h(λ) = (λ- 1) (λ

- 2)
2
,λ1 = 1,λ2 = 2. f ( t ) = sin t =

∑
+ ∞

k= 1

( - 1)k- 1

( 2k - 1)!
t

2k- 1的收敛半径为 r = + ∞ ,|λ1|,|λ2|

<+ ∞ .

　　固定矩阵 D =

1 1 0

1 2 1

12 22
C

1
2 × 2

,

D
- 1 =

　 4 - 4 　 1

- 3 　 4 - 1

　 2 - 3 　 1

,由定理 3,

　　 sin A = ( f ( 1) , f ( 2) ,
f′( 2)

1!
)D

- 1
(E , A, A

2
)
T

=

( sin1, sin2, cos2)

　 4 - 4 　 1

- 3 　 4 - 1

　 2 - 3 　 1

E

A

A
2

=

= sin1( 4E - 4A+ A
2 ) + sin2( - 3E+ 4A - A

2 )+
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cos2( 2E - 3A+ A
2
) =

sin1

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

+ sin2

0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

+

cos2

0 0 　 0 　 0

0 1 - 1 - 1

0 1 - 1 - 1

0 0 　 0 　 0

=

sin1 0 0 0

0 sin2+ cos2 - cos2 - cos2

0 cos2 sin2 - cos2 - cos2

0 0 0 sin2

.
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